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RESUMEN DEL CONTENIDO (ESPAÑOL) Este documento presenta el análisis de una estructura  
Flexible sometida a cargas producidas por tráfico vehicular mediante un modelo en tres dimensiones  
de la interacción puente-vehículo. El empleo del método de elementos finitos y un apropiado modelo en 
Tres dimensiones del vehículo permite resolver el sistema de ecuaciones acopladas de la interacción  
puente-vehículo. La carga resultante del anterior análisis es incluida posteriormente en el modelo 
estocástico de la dinámica del puente para observar el efecto de las incertidumbres en los parámetros  
de la estructura sobre su respuesta. Se propone un control LQG (Linear system, Quadratic cost, 
para controlar la respuesta del puente a perturbaciones de tráfico vehicular con el fin  
de reducir las vibraciones que este tipo de cargas produce en la estructura flexible. Finalmente se  
analizan los resultados del modelo estocástico con y sin fuerza de control para mostrar la variación  
entre los dos estados. 
 
ABSTRACT   In this document is presented the analysis of an flexible structure under traffic loads.  
The structure is represented by a three dimensional finite element model of the vehicle-bridge  
Interaction. Using of the finite element method and an three dimensional appropriated model  is  
Calculated the system of equations of the interaction vehicle-bridge. The resulting force of the former  
analysis is included in the stochastic model of the bridge in order to see the effect of parametrical   
Uncertainties of the structure in its response. It was proposed a LQG control (Linear system,  
Quadratic cost, Gaussian noise) to control the response of the bridge under traffic perturbations  
And in this way reduce the vibration that this loads produce in the flexible structure. Finally  
The results of the stochastic model was analyzed with and without control force in order to show  
The differences between the responses 
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Resumen
Este documento presenta el ana´lisis de una estructura flexible sometida a cargas producidas
por tra´fico vehicular mediante un modelo en tres dimensiones de la interaccio´n puente-veh´ıculo.
El empleo del me´todo de elementos finitos y un apropiado modelo en tres dimensiones del veh´ıculo
permite resolver el sistema de ecuaciones acopladas de la interaccio´n puente-veh´ıculo. La carga
resultante del anterior ana´lisis es incluida posteriormente en el modelo estoca´stico de la dina´mica
del puente para observar el efecto de las incertidumbres en los para´metros de la estructura sobre
su respuesta. Se propone un control LQG (Linear Quadratic Gaussian) para controlar la respuesta
del puente a perturbaciones de tra´fico vehicular con el fin de reducir las vibraciones que este tipo
de cargas produce en la estructura flexible. Finalmente se analizan los resultados del modelo
estoca´stico con y sin fuerza de control para mostrar la variacio´n entre los dos estados.
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Cap´ıtulo 1
INTRODUCCIO´N.
1.1. Disen˜o estructural.
El centro de atencio´n de las investigaciones recientes en meca´nica de estructuras ha sido
mejorar los modelos (modelos de la´minas, vigas, so´lidos tridimensionales, etc) y las leyes consti-
tutivas (la teor´ıa ela´stica, pla´stica y la teor´ıa de dan˜o, etc), pero a pesar del mejoramiento tanto
en los modelos constitutivos y las te´cnicas computacionales no se ha resuelto el problema de la
identificacio´n de los para´metros del modelo y las incertidumbres asociadas con su estimacio´n.
Es muy comu´n en los problemas asociados con la ingenier´ıa civil encontrar aplicaciones donde
existe aleatoriedad de los materiales, por ejemplo los suelos, el concreto, etc, en las cargas como
en el caso del viento, los sismos, entre otros y en los cuales se han aplicado modelos deterministas
que hacen uso de caracter´ısticas promedio, resultando en una aproximacio´n lejana de la realidad
(Chen Y, Feng M. Q. [16]).
El disen˜o estructural de un puente representa un problema complejo para los disen˜adores es-
tructurales. El problema radica en la determinacio´n de las dimensiones generales de la estructura
y la subestructura de tal manera que se encuentre la solucio´n ma´s conveniente con el ma´ximo de
seguridad y con el mı´nimo de costo.
El disen˜o detallado deber´ıa considerar el estado l´ımite de serviciabilidad (Deflexio´n y com-
fort), el estado l´ımite u´ltimo (la estabilidad y la resistencia) y el estado l´ımite de eventos extremos
(colapso de la estructura). Para asegurar un disen˜o adecuado se deben realizar ana´lisis riguro-
sos que incluyen ana´lisis por medio de elementos finitos del sistema global en tres dimensiones,
ana´lisis por elementos finitos a nivel local y ana´lisis tanto en el campo de las no linealidades
geome´tricas como no linealidades de los materiales.
El ca´lculo dina´mico, el cual generalmente se realiza haciendo uso del ana´lisis espectral per-
mite determinar la respuesta estructural frente a diferentes tipos de carga como viento y sismo.
En el caso de las cargas de tra´fico el ana´lisis se realiza convencionalmente con los factores de
amplificacio´n dina´mica.
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1.2. Requerimientos estructurales.
Las estructuras deben resistir los efectos de las cargas de peso propio y una variedad de
cargas externas y feno´menos ambientales. Para conseguir un nivel adecuado de seguridad estruc-
tural, la naturaleza estad´ıstica del feno´meno generador al igual que la capacidad de carga deben
ser consideradas. Una aproximacio´n racional es adoptar me´todos probabilistas. Los co´digos son
calibrados para alcanzar un nivel adecuado de seguridad estructural para situaciones de carga
ordinaria, pero los me´todos probabilistas pueden subsecuentemente ser usados para calibrar los
factores de seguridad en situaciones de carga o de disen˜o que no esta´n cubiertos por los co´digos.
La norma AASHTO y el colombiano de puentes son especificaciones que emplean el disen˜o
basado en factores de resistencia y carga (LRFD), tales factores han sido desarrollados a partir
de la teor´ıa de confiabilidad, la cual se apoya en el conocimiento estad´ıstico de las cargas y el
desempen˜o estructural. Las especificaciones de las normas no intentan suplantar el juicio del
disen˜ador, solamente establecen los requerimientos mı´nimos necesarios para ofrecer seguridad a
los usuarios (AASHTO [6]).
1.3. Naturaleza de las cargas y de los materiales.
1.3.1. Materiales.
Muchos libros tratan sobre las propiedades del concreto, o a lo que hoy d´ıa se conoce como la
tecnolog´ıa avanzada del concreto. Existen muchas relaciones entre los distintos feno´menos que se
presentan en el concreto, as´ı que el disen˜ador debe enfrentarse a problemas muy espec´ıficos; en el
caso de disen˜o de puentes, no solo es importante la resistencia del concreto, sino tambie´n su du-
rabilidad, las deformaciones ocurridas durante la construccio´n y los cambios durante su vida u´til.
El concreto es una matriz que consiste de un mortero hecho generalmente con cemento,
agregado fino y agua. La composicio´n qu´ımica del cemento, la naturaleza de los agregados, la
relacio´n finos-cemento y la relacio´n agua-cemento, son para´metros que determinan las propieda-
des del mortero. La respuesta meca´nica y dina´mica de las estructuras de concreto depende de
las propiedades del mortero endurecido dentro de condiciones ambientales determinadas. As´ı la
estructura de concreto no es tan simple, sino que al contrario tiene una naturaleza muy compleja.
Cuando el concreto tiene concentraciones de cloro y e´stas son considerables se puede iniciar
el proceso de corrosio´n del refuerzo estructural. Otro feno´meno que puede cambiar el compor-
tamiento meca´nico es la carbonatacio´n del concreto lo cual produce que el refuerzo pierda su
recubrimiento y quede sometido a las condiciones ambientales. Los anteriores son tan solo un par
de ejemplos que se presentan en las estructuras de concreto reforzado y que pueden modificar el
comportamiento a corto y largo plazo. Podemos listar las principales caracter´ısticas que tienen
efecto sobre su comportamiento meca´nico del concreto como sigue,
Efectos dependientes del tiempo.
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Porosidad.
Permeabilidad.
Tipo de cemento.
Relacio´n agua-cemento.
Tipo de agregados (grava, arena, etc).
Me´todo de compactacio´n.
Curado del concreto.
Efectos ambientales.
Formacio´n de grietas por efectos de la temperatura.
Contenido de cemento.
1.3.2. Cargas.
La naturaleza de las cargas de los veh´ıculos es muy variada y depende esencialmente del
sistema de suspensio´n, el nu´mero de ejes, la presio´n de contacto (Divine [18]). La magnitud de
las cargas generalmente se incrementa con la rugosidad de la v´ıa y la velocidad del veh´ıculo. En
general, en los modelos matema´ticos la excitacio´n del tra´fico sobre la estructura del puente es
modelada como un ruido blanco no correlacionado (Getachew A. [2] y Chen Y, Feng M. Q. [16]).
Cuando un veh´ıculo atraviesa un puente, tanto el puente como el veh´ıculo vibran. Ha sido
demostrado que en el caso de puentes de luces cortas y medias en los cuales los veh´ıculos circu-
lan a velocidades normales, las fuerzas dina´micas de las llantas son debidas principalmente a las
irregularidades presentes en la superficie de rodadura (Belotserkovskiy P.M. [45], OConnor Alan
y OBrien E. J. [42]) .
El deterioro de la estructura de un puente es causado en gran medida por el tra´fico que
circula sobre e´l, principalmente debido a la magnitud de las cargas aplicadas por las llantas de
los veh´ıculos y el nu´mero de veces que e´stas son aplicadas. Diversos estudios se han realizado
para determinar la composicio´n del flujo vehicular y se ha determinado que estos dependen ge-
neralmente de las velocidades de los veh´ıculos, la hora del d´ıa, el tipo de v´ıa, entre otros aspectos
(TRLLimited [36], Divine [18]). Algunos ejemplos de tra´ficos vehiculares se muestran en las fi-
gura 1.1.
1.4. Caracter´ısticas del modelo continuo y discreto.
El objetivo del ana´lisis es investigar la respuesta ma´s probable de la estructura de un puente
debido a un rango de cargas aplicadas. El resultado deber´ıa convertirse en datos u´tiles para el
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Figura 1.1: Muestra de la distribucio´n del tra´fico en un d´ıa cualquiera (TRLLimited [36]).
disen˜o, da´ndole al disen˜ador la informacio´n necesaria para evaluar el desempen˜o de la estructura
y determinar acciones apropiadas para alcanzar el disen˜o ma´s eficiente.
El ana´lisis estructural basado en elementos finitos se utiliza para evaluar la estructura en for-
ma integral pero antes de aplicar el me´todo debe tenerse en cuenta el conjunto de suposiciones
utilizadas para la formulacio´n de un determinado tipo de elemento, debido a que el comporta-
miento de cada elemento limita el comportamiento f´ısico del sistema. Otros aspectos importantes
son las te´cnicas de solucio´n nume´ricas y las limitaciones de precisio´n nume´rica de los computa-
dores.
El ana´lisis dina´mico ha incrementado su uso debido a que se requiere determinar frecuente-
mente el efecto de las cargas s´ısmicas, de viento, vehiculares, etc. La metodolog´ıa ma´s frecuente
es el ana´lisis espectral.
Muchos otros factores contribuyen a la determinacio´n de los para´metros del modelo. Estos
factores deben reflejar aspectos tales como la complejidad de la estructura bajo investigacio´n,
tipos de cargas a ser examinados y un aspecto de gran importancia es la manera en que se pre-
sentan los resultados de tal forma que sea sencilla su interpretacio´n.
El primer paso para alcanzar un modelo confiable es definir un conjunto apropiado de mate-
riales basados en datos publicados e investigaciones. El paso siguiente es la creacio´n y la evolucio´n
nume´rica de los subsistemas que componen el puente. El modelo global final debe incluir una
representacio´n apropiada de la secuencia de la construccio´n, el comportamiento de los compo-
nentes estructurales, las condiciones de borde de las bases o fundaciones y los detalles de las
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Figura 1.2: Ejemplo de control activo aplicado a un puente.
conexiones.
1.5. Disminucio´n de los efectos de las cargas y medidas de con-
servacio´n.
En an˜os recientes muchos progresos y nuevos conceptos se han alcanzado en el desarrollo
del control estructural para reducir la respuesta frente a vibraciones producidas por cargas de
distintas naturalezas. Algunos dispositivos pueden ser instalados en las estructuras para dar a
estas mejor serviciabilidad y seguridad. El control de las estructuras bajo excitaciones externas
puede hacerse de varias maneras, entre estas esta´n los sistemas de control pasivo y activo (Dicleli
M. [38]). El control pasivo reduce la energ´ıa de las perturbaciones que actu´an sobre la estructura
trasfirie´ndola a otros elementos estructurales (Rodellar J. [30]). Mientras el control activo usa
fuerzas de control producidas por actuadores para balancear la carga externa. La mayor desven-
taja del control activo es que en muchos casos las fuerzas de control son demasiado grandes para
los actuadores existentes en el mercado.
Dado que el objetivo del control es controlar la respuesta estructural y que las perturba-
ciones externas son la principal fuente que la produce, se requiere que tanto la respuesta como
la perturbacio´n sean medidas durante el movimiento estructural. Estas medidas son empleadas
para el disen˜o de la fuerza de control para conseguir la retroalimentacio´n o el sistema en lazo
cerrado. Por lo tanto, el efecto de la retroalimentacio´n es modificar los para´metros estructurales
de manera que esto ayude a la estructura a reaccionar frente a la perturbacio´n externa.
1.5.1. Esbozo del trabajo.
Este documento se compone de cuatro cap´ıtulos. El primer cap´ıtulo trata de la solucio´n
planteada por Kim y Kawatani [32] para resolver la dina´mica del puente-veh´ıculo empleando un
modelo en tres dimensiones, el cual permite la utilizacio´n del me´todo de elementos finitos con
el fin de determinar las cargas que se aplican en el puente cuando un veh´ıculo circula sobre e´l.
En el segundo cap´ıtulo se describe la teor´ıa de elementos finitos estoca´sticos desarrollada por
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Ghanem y Spanos y se explica co´mo esta teor´ıa es incluida en el problema bajo estudio. El tercer
cap´ıtulo se ocupa del disen˜o del controlador LQG (Linear Quadratic Gaussian) de bajo orden
para el caso de estructuras flexibles y se determina la fuerza de control que debe ser aplicada
a la estructura del puente para controlar los desplazamientos que se producen por el paso del
veh´ıculo. Finalmente se presentan los resultados de la aplicacio´n de la ley de control al modelo
de elementos finitos estoca´sticos y se comparan los resultados obtenidos sin la aplicacio´n de esta.
Cap´ıtulo 2
DINA´MICA VEHI´CULO PUENTE
2.1. INTRODUCCIO´N
Una de las fuerzas dina´micas externas ma´s importantes que actu´an sobre los puentes, son
la cargas mo´viles producidas por el tra´fico vehicular, las cuales var´ıan con el tiempo. Adema´s,
las vibraciones producidas por tra´fico son generalmente fuentes de incomodidad para quienes
transitan sobre el puente. En el disen˜o de puentes es importante comprender el efecto que tiene
el flujo vehicular sobre la estructura.
Para realizar el ana´lisis de puentes y tener en cuenta las vibraciones producidas por el tra´fico
se han planteado varias estrategias; las ma´s utilizadas son los factores de amplificacio´n dina´mica
acoplada con los efectos del sistema puente veh´ıculo. En el art´ıculo de Zhang [62] se realiza el
ana´lisis de la dina´mica puente-veh´ıculo utilizando factores de amplificacio´n dina´mica y cargas de
distribucio´n uniforme equivalente (EUDL) bajo flujos de tra´fico aleatorio y superficies de rugo-
sidad estoca´sticas.
Las vibraciones en los puentes son causadas por los camiones que circulan sobre ellos a al-
tas velocidades sobre superficies de rodadura irregulares. La interaccio´n entre las llantas y la
superficie de rodadura causa la excitacio´n dina´mica la cual se propaga por toda la estructura
(Lombaerta G, Degrandea G y Clouteaub D. [37]).
Generalmente, la carga dina´mica obtenida del ana´lisis del sistema puente-veh´ıculo es incor-
porada dentro del disen˜o estructural en forma de factores de amplificacio´n dina´mica.
Adema´s de los factores de amplificacio´n, se han propuesto varias metodolog´ıas para evaluar
la dina´mica de interaccio´n puente-veh´ıculo, la primera de ellas es un me´todo iterativo que resuel-
ve dos conjuntos desacoplados de ecuaciones para el veh´ıculo y el puente separadamente hasta
satisfacer las condiciones de compatibilidad geome´tricas y las condiciones de equilibrio entre las
fuerzas entre el puente y el veh´ıculo. El segundo me´todo construye un sistema de ecuaciones aco-
pladas utilizando el me´todo de superposicio´n modal y resuelve el sistema utilizando integracio´n
directa en el tiempo. Se reporta un tercer me´todo el cual hace uso de elementos de interaccio´n
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puente-veh´ıculo, que consiste de un elemento del puente y la correspondiente unidad de veh´ıculo
que descansa sobre e´l (Zhu X y Law S. [63]).
Los me´todos de ana´lisis de la dina´mica puente-veh´ıculo se pueden clasificar en dos categor´ıas.
Los me´todos experimentales, los cuales requieren considerable tiempo y dinero, y los me´todos
anal´ıticos que representan una alternativa ma´s econo´mica pero que requieren una validacio´n.
Dentro de las estrategias de solucio´n, hasta ahora se han implementado en general me´todos
que emplean modelos en una o dos dimensiones. Los sistemas dos dimensionales proporcionan
gran cantidad de informacio´n sobre la respuesta dina´mica de la estructura completa del puente
(Yang Y. y Wu Y. [59]). Los modelos en tres dimensiones han limitado su implementacio´n a la
simulacio´n de la respuesta sobre componentes locales del puente tales como los tableros o las
vigas. La mayor parte de los estudios que se han realizado con modelos tres dimensionales se
han centrado en la respuesta del puente bajo carga muerta (Kim Ch, Kawatani M y Bong K. [32]).
En lo siguiente se presenta el modelo de elementos finitos de la estructura del puente que
sera´ objeto del ana´lisis, se explican las suposiciones necesarias para la construccio´n de dicho mo-
delo, luego se presenta la dina´mica de la interaccio´n del puente-veh´ıculo y finalmente se muestran
los resultados de este ana´lisis.
2.2. MODELO DE LA ESTRUCTURA
DEL PUENTE.
2.2.1. Geometr´ıa del puente.
El objetivo del modelo anal´ıtico es describir la geometr´ıa, las masas, las conexiones, las con-
diciones de borde y las cargas del prototipo tan cercanamente al modelo real, de tal manera que
sea fa´cil hacer la interpretacio´n de las cantidades de respuesta.
La figura 2.1 muestra las secciones transversal y superior del puente objeto de este estudio.
Para hallar la respuesta dina´mica del puente se emplea el me´todo de elementos finitos y el ana´lisis
modal.
2.2.2. Propiedades del puente y del veh´ıculo.
En el cuadro 2.1 y 2.2 se presentan las propiedades meca´nicas y dina´micas del puente y las
propiedades del veh´ıculo respectivamente.
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Figura 2.1: Secciones del puente de concreto reforzado. Disposicio´n general
Masa por unidad de longitud (kg/m) 7550
Area transversal de las secciones de las vigas m2 0,1420
Momento de inercia (m4) 0,2120
Constante torsional (m4) 0,0548
Constante de amortiguamiento 0,0253
Frecuencia fundamental (Hz) 1er modo a flexio´n 2,123
Frecuencia fundamental (Hz) 2do modo a torsio´n 2,368
Tabla 2.1: Propiedades del puente.
Masa (kg) mv22 500
mv11 18500
mv12 1450
Constante de rigidez del sistema frontal 1577
de suspensio´n (kN/m) posterior 4724
Coeficiente de amortiguamiento (kNs/m) eje frontal 11,200
eje posterior 33,420
Tabla 2.2: Propiedades del veh´ıculo.
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2.2.3. Malla de elementos finitos para el puente.
La malla de elementos finitos del puente se genero´ haciendo uso del programa GID 7.2 y
corresponde a la figura 2.2
Figura 2.2: Elemento de lamina plana
2.2.4. Modelo matema´tico de las la´minas.
Determinacio´n de la matriz de rigidez del puente.
El tipo de elemento utilizado para modelar el puente es un elemento de la´mina o Shell como
el de la referencia (Kwon Y. [57]). Un elemento de la´mina surge ba´sicamente de los elementos a
flexion o elementos de placa. Una la´mina es un objeto tridimensional representado por la super-
ficie media y dotado de ciertas caracter´ısticas meca´nicas como en la figura 2.3. La transferencia
de tales propiedades a la superficie media es hecha mediante suposiciones cinema´ticas y esta´ticas.
Como resultado de estas suposiciones puede ser obteniendo el conjunto de propiedades meca´ni-
cas expresado en forma de ley de Hooke generalizada la cual relaciona pequen˜as deformaciones
con los esfuerzos aplicados en el elemento. Estas se denominan ecuaciones constitutivas. Los
siguientes pasos para desarrollar los elementos de la´mina son muy similares a la teor´ıa de los
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Figura 2.3: Elemento de lamina plana
elementos de viga y/o placa. Deben ser determinadas ecuaciones de equilibrio que relacionen los
esfuerzos resultantes en la estructura y las fuerzas externas, y relaciones cinema´ticas o ecuaciones
de compatibilidad que relacionen deformaciones y desplazamientos (MacNeal Richard H, Wilson
Charles T, Harder Robert L y Ho Claus C. [41]).
Las ecuaciones 2.1, 2.2 y 2.3 son las expresiones cinema´ticas para el nodo i que relacionan
las curvaturas producidas por flexio´n, deformaciones de cortante y deformaciones axiales con los
desplazamientos y las rotaciones de la la´mina, respectivamente (Hughe T y Tezduya T [29]). El
vector de desplazamientos considerado en el elemento es el correspondiente a la ecuacio´n 2.4.
Bib =
 0 0 0 0 ∂Ni∂x 00 0 0 −∂Ni∂x 0 0
0 0 0 −∂Ni∂x ∂Ni∂x 0
 (2.1)
Bis =
[
0 0 ∂Ni∂x 0 Ni 0
0 0 ∂Ni∂x −Ni 0 0
]
(2.2)
Bim =

∂Ni
∂x 0 0 0 0 0
0 ∂Ni∂y 0 0 0 0
∂Ni
∂y
∂Ni
∂x 0 0 0 0
 (2.3)
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di =
[
ux uy uz θx θy θz
]
(2.4)
donde Ni y ∂Ni∂x son las funciones de forma y sus correspondientes derivadas. Finalmente la
rigidez de cada elemento en coordenadas locales se puede determinar de acuerdo a la expresio´n 2.5
Ke =
h3
12
∫
Ωe
BbTDbBbdΩe + κh
∫
Ωe
BsTDsBsdΩe +
∫
Ωe
BmTDmBmdΩe (2.5)
donde h es el espesor del elemento, Ωe es el dominio dos dimensional en el plano xy y Db,
Ds y Dm son las matrices constitutivas de flexio´n, cortante y membrana respectivamente.
En el caso de elementos de la´mina, la matriz de rigidez se puede ver en la forma de la ecua-
cio´n 2.6 donde K, d y F son las matrices de rigidez, el vector de desplazamientos/rotaciones
y el vector de fuerzas nodales, respectivamente. Cuando el elemento de la´mina se orienta en el
espacio de tres dimensiones aparece un grado de libertad adicional que se denomina en la litera-
tura ”drilling rotation”. Por tanto, cuando se hace el ensamblaje de las matrices y vectores en
la matriz de rigidez global, este grado de libertad debe ser considerado (Razaqpura A.G, Nofalb
M y Vasilescu A.[47]).
[
Kb 0
0 Km
]{
db
dm
}
=
{
Fb
Fm
}
(2.6)
Luego de hacer la transformacio´n correspondiente al sistema de ejes globales se puede hacer
el ensamblaje de las matrices elementales en el sistema global.
Determinacio´n de la matriz de masa.
La matriz de masa del puente se obtiene de las contribuciones elementales (Felippa C. [14]).
En este trabajo se determinara´ la matriz de masa apatir de la formulacio´n variacional. Esto se
hace tomando la energ´ıa cine´tica como parte de la funcional que gobierna. La energ´ıa cine´tica
de un elemento de densidad ρ que ocupa un dominio Ωe y se mueve con velocidad ~ve es
T e =
1
2
∫
Ωe
ρ (~ve)T~vedΩe (2.7)
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siguiendo la filosof´ıa de los elementos finitos, el campo de la velocidad elemental puede ser
interpolado mediante las funciones de forma ~ve = N ev u˙
e donde u˙e son las velocidades en los
grados de libertad nodales y N ev la matriz de funciones de forma. Insertando esta en la ecuacio´n
2.7 y sacando las velocidades nodales fuera de la integral, se obtiene 2.8 :
T e =
1
2
(u˙e)T
∫
Ωe
ρ (N ev )
T N evdΩ
eu˙e
def
=
1
2
(u˙e)T M eu˙e (2.8)
de aqu´ı que la matriz de masa elemental se obtiene como la Hessiana de,
M e =
∂2T e
∂u˙e∂u˙e
=
∫
Ωe
ρ (N ev )
T N evdΩ
e (2.9)
si se emplean las mismas funciones de forma que se utilizan en la obtencio´n de la matriz de
rigidez, es decir, N ev = N
e , entonces la matriz de la ecuacio´n 2.9 se denomina matriz de masa
consistente.
2.2.5. Ana´lisis modal del sistema no amortiguado.
Para sistemas de multiples grados de libertad, pueden ser definidos losmodos los cuales repre-
sentan cada una de las componentes de la respuesta dina´mica general. Los modos son esenciales
para describir la naturaleza del movimiento y proveer una interpretacio´n f´ısica del comporta-
miento dina´mico del sistema (Galv´ın P, Domı´nguez J. [20], Kerschen G. Poncelet F. [19]) .
Los modos son caracterizados por los valores propios y los vectores propios del sistema. Los
valores propios se relacionan a las frecuencias naturales y los vectores propios a las formas mo-
dales de un sistema dado. La respuesta en el tiempo del sistema se obtiene de manera directa
una vez el ana´lisis modal se realiza (Kwon Y. [57]).
Para un sistema de segundo orden lineal de n grados de libertad, la ecuacio´n diferencial que
gobierna el movimiento se puede escribir como la siguiente ecuacio´n matricial:
Mu¨+Ku = F (2.10)
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Pero lo que se busca es el movimiento natural del sistema, es decir, la respuesta sin ningu´n
tipo de funcio´n de fuerza. La forma de la respuesta se asume como:
u (t) = φeiωt (2.11)
donde φ es la forma modal (vector propio) y ω es la frecuencia natural del movimiento. El
movimiento se asume puramente sinusoidal debido al amortiguamiento cero en el sistema. As´ı la
solucio´n general es una combinacio´n lineal de cada uno de los modos, como sigue:
u (t) = c1 {φ1} eiω1t + c2 {φ2} eiω2t + · · ·+ cn {φn} eiωnt (2.12)
donde cada una de las constantes (ci) es evaluada de las condiciones iniciales. Sustituyendo
la ecuacio´n 2.11 en la ecuacio´n 2.10 con F = 0 se obtiene:
(−ω2M+K)φeiωt = 0 (2.13)
La ecuacio´n anterior tiene solucio´n no trivial si
(−ω2M+K) es singular, es decir, existen n
valores de ω que satisfacen la siguiente ecuacio´n:
∣∣−ω2M+K∣∣ = 0 (2.14)
La ecuacio´n determinante anterior se satisface para cada conjunto de n valores de frecuencia
ω (Bai Y. Keller T. [53]). Estas frecuencias son denotadas como ω1, ω2, . . . , ωn, donde n no excede
el nu´mero de grados de libertad, es decir n 6 nd (Koh B.H. Dyke S.J. [50]). La frecuencia ωi se
denomina la i− e´sima frecuencia natural.
Sustituyendo ωi en la ecuacio´n 2.13 se obtiene el conjunto correspondiente de vectores
{φ1, φ2, . . . , φn} que satisfacen la ecuacio´n. El i− e´sima vector φi, correspondiente a la i− e´sima
frecuencia natural denomina el i − e´sima modo de vibracio´n. Los modos de vibracio´n no son
u´nicos, dado que ellos pueden estar escalados en forma arbitraria (Wu J. [31]).
Dado que la matriz de masa es positiva definida y la matriz de rigidez es al menos positiva
semidefinida, todos los ωi son no negativos.
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Reduccio´n de Guyan.
La reduccio´n de Guyan es un me´todo que disminuye el nu´mero de grados de libertad en un
problema dina´mico. A diferencia de la condensacio´n esta´tica, la reduccio´n de Guyan introduce
errores debido a la aproximacio´n hecha. La magnitud de estos errores depende de la escogencia
de los grados de libertad reducidos o grados de libertad slave (Hatch M. [39]).
Para entender la reduccio´n de Guyan es conveniente reescribir el problema de valor propio
generalizado de la siguiente manera (Hughes T. [54]):
([
K11 K12
K21 K22
]
− λ
[
M11 M12
M21 M22
]){
φ1
φ2
}
= 0 (2.15)
Los grados de libertad en φ1 son aquellos que van a ser retenidos en el problema de valor
propio reducido, mientras aquellos en φ2 son los que van a ser eliminados. Los arreglos reducidos
se puede obtener de la siguiente manera:
K∗ = RTKR = K11 −K12K−122K21 (2.16)
M∗ = RTMR =M11 −M12K−122K21 −K21K−122
(
M21 −M22K−122K21
)
(2.17)
donde R se define como:
R =
[
I
−K−122K21
]
(2.18)
La reduccio´n de Guyan involucra la siguiente relacio´n:
φ2 = −K−122K21φ1 (2.19)
para eliminar las variables indeseadas. Los arreglos φ1 y φ2 son referidos como los grados de
libertad ”master” y ”slave” respectivamente.
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Los grados de libertad que son retenidos se identifican al calcular la relacio´n entre los ele-
mentos de las diagonales de M y K. Los grados de libertad con las relaciones mas pequen˜as son
los retenidos.
2.2.6. Modos de vibracio´n.
En la gra´fica 2.4 se presenta los primero modos de vibracio´n para el puente bajo ana´lisis.
Figura 2.4: Modos de vibracio´n. a) primer modo a flexio´n. b)primer modo a torsio´n. c) segundo
modo a torsio´n. d) segundo modo a flexio´n.
2.3. IDEALIZACIO´N DEL VEHI´CULO.
El camio´n de tres ejes (uno adelante y dos atra´s) se idealiza como un modelo vehicular de
ocho grados de libertad como en la figura 2.5. El cuerpo del veh´ıculo es considerado como un
cuerpo r´ıgido soportado por un conjunto de resortes y amortiguadores atados a cada eje.
Los grados de libertad del veh´ıculo son: Z11que se refiere al rebote del cuerpo del veh´ıculo,
Z12 y Z22 son los saltos generados en los ejes delantero y trasero, θx11 es el giro del cuerpo del
veh´ıculo en la direccio´n longitudinal, θx12 y θx22 son los giros respecto a la direccio´n longitudinal
de los ejes delantero y trasero, θy11 y θy22 son respectivamente los giros transversales del cuerpo
del veh´ıculo y el eje trasero. Existen tres masas concentradasmv11, mv12 y mv22 correspondientes
a la masa del veh´ıculo, la masa del eje delantero y la masa del eje trasero. Las rigideces de los
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Figura 2.5: Modelo del veh´ıculo.
resortes son los te´rminos Kvmku y las constantes de amortiguamiento son los te´rminos Cvmku; el
sub´ındice k indica si se trata del cuerpo del veh´ıculo (k=1) o el eje (k=2), el sub´ındice m indica
a cual eje corresponde, (m=1) es el eje delantero y (m=2,3) son los ejes traseros y el sub´ındice
u indica si se trata del lado izquierdo o derecho respectivamente. El signo es tomado positivo si
la deformacio´n ocurre hacia abajo, el giro del eje en la direccio´n longitudinal es tomado posi-
tivo si ocurre de atra´s hacia adelante y en la direccio´n transversal si ocurre de derecha a izquierda.
2.4. ECUACIONES DELMOVIMIENTODEL SISTEMA PUEN-
TE VEHI´CULO.
Las ecuaciones que gobiernan la interaccio´n puente-veh´ıculo se obtienen del me´todo de la
energ´ıa usando la ecuacio´n de Lagrange del movimiento como se muestra en la ecuacio´n 2.20:
d
dt
(
∂T
∂q˙i
)
− ∂T
∂qi
+
∂V
∂qi
+
∂Ud
∂q˙i
= 0 (2.20)
donde T es la energ´ıa cine´tica del sistema; V la energ´ıa potencial del sistema Ud la energ´ıa
de disipacio´n y qi la i− e´sima coordenada generalizada.
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La energ´ıa cine´tica y potencial incluyendo la energ´ıa de deformacio´n y disipacio´n de la inte-
raccio´n puente veh´ıculo se pueden expresar en coordenadas generalizadas como sigue:
T =
1
2
D˙TMbD˙
+
1
2
(
mv11Z˙
2
11 + Jy11θ˙
2
y11 + Jx11θ˙
2
x11 + Jy22θ˙
2
y22 +mv12Z˙
2
12
)
+
1
2
(
mv22Z˙
2
22 + Jx12θ˙
2
x12 + Jx22θ˙
2
x22
)
(2.21)
V =
1
2
D˙TKbD˙
+
1
2
3∑
m=1
2∑
u=1
[
Kvm1uR
2
m1u +Kvm2u (Rm2u + Z0mu)
2 + 2WmuZ0mu
]
(2.22)
Ud =
1
2
D˙TCbD˙
+
1
2
3∑
m=1
2∑
u=1
[
Cvm1uR˙
2
m1u + Cvm2u
(
R˙m2u + Z˙0mu
)2
+ Z˙0mu
]
(2.23)
donde:
Z0mu = w (t, xmu)− Zrmu (2.24)
Rmku =

Z11 − (−1)m λxmθy11 − (−1)u λy1θx11 − Zm2 + (−1)u λy(m+1)θxm2
m = 1, 2; k = 1; u = 1, 2
Z12 − (−1)u λy2θx12 m = 1; k = 2; u = 1
Z22 − (−1)m λx3θy2 − (−1)u λy3θx22 m = 2, 3; k = 2; u = 1, 2
0 en otro caso
(2.25)
Wmu =

1
2g
[(
1− λx1λx
)
mv11 +mv12
]
m = 1; u = 1, 2
1
4g
[(
1− λx2λx
)
mv11 +mv22
]
m = 2, 3; u = 1, 2
0 en otro caso
(2.26)
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El te´rmino J en la ecuacio´n 2.21 representa el momento de inercia del veh´ıculo y g en la
ecuacio´n 2.26 la gravedad. En la ecuaciones 2.21 a 2.26, D y D˙ representan el vector de despla-
zamientos y velocidades del puente respectivamente; Mb y Kb son respectivamente las matrices
de masa y rigidez reducida del puente, Cb es la matriz de amortiguamiento del puente obtenida
de la suposicio´n de amortiguamiento proporcional a las matrices de masa y rigidez, como en la
ecuacio´n 2.27.
Cb = pMb + qKb (2.27)
donde
p =
2ω1ω2 (h1ω2 − h2ω1)
ω22 − ω21
(2.28)
q =
2 (h2ω2 − h1ω1)
ω22 − ω21
(2.29)
En las ecuaciones 2.28 y 2.29, ω1 y ω2 son la primera y segunda frecuencias circulares del
sistema puente. h1 y h2 son constates de amortiguamiento acuerdo a los dos modos de vibracio´n
con frecuencias ω1 y ω2.
El vector de desplazamientos del puente puede escribirse en te´rminos de coordenadas norma-
les como en la ecuacio´n 2.30.
D =
n∑
j=1
φiai = Φa (2.30)
donde Φ y a son la matriz modal y el vector de desplazamientos generalizado.
Los desplazamientos del puente w (t, xmu) se pueden obtener utilizando una combinacio´n de
desplazamientos y vectores de distribucio´n, de la siguiente manera.
w (t, xmu) = ΨTmuD (2.31)
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donde Ψmu es un vector de distribucio´n que reparte la carga a trave´s del elemento de placa
a cada uno de los nodos y se representa como 2.32,
Ψmu = [0; . . . ; 0;ψk,mu (t) ;ψk+1,mu (t) ;ψk+2,mu (t) ;ψk+3,mu (t) ; . . . ; 0] (2.32)
La formulacio´n del la ecuacio´n diferencial que gobierna el sistema interaccio´n puente-veh´ıculo
se obtiene de las relaciones en las ecuaciones 2.20 a 2.32 resultando:
M¯ba¨+ C¯ba˙+ K¯ba + ΦT
3∑
m=1
2∑
u=1
Ψmu
(
Cvm2uΨTmuΦa˙+Kvm2uΨ
T
muΦa
)
−ΦT
3∑
m=1
2∑
u=1
Ψmu
(
Cvm2uR˙m2u +Kvm2uRm2u
)
= ΦT
3∑
m=1
2∑
u=1
Ψmu
(
Wmu + Cvm2uZ˙m2u +Kvm2uZm2u
)
(2.33)
mv11Z¨11 +
2∑
m=1
2∑
u=1
(
Cvm1uR˙m2u +Kvm1uRm1u
)
= 0 (2.34)
mv12Z¨12 −
2∑
u=1
(
Cv12uΨT1uΦa˙+Kv12uΨ
T
1uΦa
)
−
2∑
k=1
2∑
u=1
(−1)k
(
Cv1kuR˙1ku +Kv1kuR1ku
)
= −
2∑
u=1
(
Cv12uZ˙r1u +Kv12uZr1u
)
(2.35)
mv22Z¨22 −
3∑
m=2
2∑
u=1
(
Cvm2uΨTmuΦa˙+Kvm2uΨ
T
muΦa
)
+
3∑
m=2
2∑
k=1
2∑
u=1
(−1)k
(
CvmkuR˙mku +KvmkuRmku
)
= −
3∑
m=2
2∑
u=1
(
Cvm2uZ˙rmu +Kvm2uZrmu
)
(2.36)
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Jx11θ¨x11 −
2∑
m=1
2∑
u=1
(−1)u λy1
(
Cvm1uR˙m1u +Kvm1uRm1u
)
=0 (2.37)
Jx12θ¨x12 +
2∑
u=1
(−1)u λy2
(
Cv12uΨT1uΦa˙+Kv12uΨ
T
1uΦa
)
−
2∑
k=1
2∑
u=1
(−1)k (−1)u λy2
(
Cv1kuR˙1ku +Kv1kuR1ku
)
=
2∑
u=1
(−1)k λy2
(
Cv12uZ˙r1u +Kv12uZr1u
)
(2.38)
Jx22θ¨x22 +
3∑
m=2
2∑
u=1
(−1)u λy3
(
Cvm2uΨTmuΦa˙+Kvm2uΨ
T
muΦa
)
−
3∑
m=2
2∑
k=1
2∑
u=1
(−1)k (−1)u λy3
(
CvmkuR˙mku +KvmkuRmku
)
=
3∑
m=2
2∑
u=1
λy3
(
Cvm2uZ˙rmu +Kvm2uZrmu
)
(2.39)
Jx11θ¨x11 −
3∑
m=1
2∑
u=1
λxm
(
Cvm1uR˙m1u +Kvm1uRm1u
)
= 0 (2.40)
Jy22θ¨y22 −
3∑
m=2
2∑
u=1
(−1)m λx3
(
Cvm2uΨTmuΦa˙+Kvm2uΨ
T
muΦa
)
+
3∑
m=2
2∑
u=1
(−1)m λx3
(
Cvm2uR˙m2u +Kvm2uRm2u
)
= −
3∑
m=2
2∑
u=1
(−1)m λy3
(
Cvm2uZ˙rmu +Kvm2uZrmu
)
(2.41)
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donde M¯b, C¯b y K¯b son respectivamente las matrices de masa, amortiguamiento y rigidez
normalizadas. Esto es, M¯b = ΦTMbΦ, C¯b = ΦTCbΦ y K¯b = ΦTKbΦ.
Las ecuaciones de la interaccio´n puente-veh´ıculo se pueden representar en forma matricial al
combinar las ecuaciones de la 2.33 a la 2.41:
MsW¨ +CsW˙ +KsW = Fs (2.42)
donde Ms ,Cs y Ks indican las matrices de masas, amortiguamiento y rigidez del sistema
interaccio´n puente-veh´ıculo, respectivamente. Por otro lado, W¨, W˙ y W son los vectores de
aceleracio´n, velocidad y desplazamiento para el sistema.
La carga dina´mica de las llantas del veh´ıculo son estimadas mediante la siguiente fo´rmula:
Pmu (t) =Wmu +Cvm2u
[
R˙m2u −
(
ΨTmuΦa˙− Z˙rmu
)]
+Kvm2u
[
Rm2u −
(
ΨTmuΦa− Zrmu
)]
m = 1, 2, 3 (2.43)
La ecuacio´n dina´mica de la interaccio´n puente-veh´ıculo es un problema dina´mico no esta-
cionario dado que los coeficiente de las matrices var´ıan de acuerdo con la posicio´n del veh´ıculo.
Para resolver las ecuaciones diferenciales simultaneas se utiliza convencionalmente el me´todo de
integracio´n de Newmark β.
2.4.1. Modelo de la superficie del puente.
Las superficies de rodadura del puente se pueden obtener mediante simulacio´n basada en
una funcio´n de densidad espectral de potencia, asumiendo que el proceso es aleatorio gaussiano
estacionario con media cero. La funcio´n de densidad espectral de potencia de la rugosidad de la
superficie corresponde a la ecuacio´n 2.44:
S (Ω) =
α
Ωn + βn
(2.44)
donde Ω (ω/2pi) es la frecuencia ciclo/min; α y β son para´metros de rugosidad y de forma y
n expresa la distribucio´n de la potencia de una curva de densidad espectral dada. El estado de
rugosidad de la v´ıa en este trabajo es de categor´ıa A corresponde a condicio´n muy suave segu´n
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Figura 2.6: Densidad espectral de potencia para la v´ıa del puente.
la ISO 8608 y posee los siguientes para´metros: α = 0,001cm2/c/m, β = 0,05 y n = 2,0 (Soong T
y Grigoriu M. [51]).
La figura 2.6 muestra la curva de densidad espectral de potencia de la rugosidad de la v´ıa y
la figura 2.7 muestra una realizacio´n para el caso de la v´ıa considerada.
Figura 2.7: Realizacio´n del perfil de la via.
2.5. RESPUESTA DEL PUENTE AL PASO DEL VEHI´CULO.
En las siguientes gra´ficas se presenta la respuesta del puente al paso de un veh´ıculo que cir-
cula sobre e´l.
CAPI´TULO 2. DINA´MICA VEHI´CULO PUENTE 24
Figura 2.8: Distribucio´n del desplazamiento en z.
Figura 2.9: Distribucio´n del desplazamiento en x.
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Figura 2.10: Deformacio´n en z en el nodo 229.
Figura 2.11: Deformacio´n en z en el nodo 238
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Figura 2.12: Deformacio´n en z en el nodo 247.
Figura 2.13: Cargas dina´micas de las llantas para un veh´ıculo que circula a 82,73km/h.
Cap´ıtulo 3
ELEMENTOS FINITOS
ESTOCA´STICOS
3.1. INTRODUCCIO´N
Para entender la discretizacio´n que se realiza en el me´todo de elementos finitos estoca´stico, es
bueno comenzar considerando un sistema meca´nico con geometr´ıa determinista Ω, propiedades
de los materiales y cargas. La evolucio´n de tal sistema es gobernada por un conjunto de ecuacio-
nes diferenciales parciales, unas condiciones de borde asociadas y un estado inicial. En la mayor
parte de los casos no se dispone de una solucio´n exacta de tales ecuaciones, as´ı que se utiliza un
procedimiento de discretizacio´n que permite que el problema sea resuelto de manera nume´rica.
En el me´todo de elementos finitos la geometr´ıa se reemplaza por una malla de elementos finitos
en la cual la geometr´ıa es sustituida por una serie de puntos {xi, i = 1, ...N} que son los nodos
de tal malla. Correspondientemente las respuestas del sistema, es decir, el campo de desplaza-
mientos u (x) se aproxima mediante los desplazamientos nodales
{
ui, i = 1, ..., N
}
que son las
entradas de un vector U. Finalmente la ecuacio´n diferencial es transformada en un sistema de
ecuaciones en
{
ui
}N
i=1
. La figura 3.1, muestra como se realiza el proceso de discretizacio´n del
sistema meca´nico para obtener el modelo en elementos finitos (Hughes T. [54]).
Si las propiedades del material (por ejemplo el mo´dulo de Young) son modeladas como un
campo aleatorio, el sistema es gobernado ahora por un conjunto de ecuaciones diferenciales par-
ciales estoca´sticas (Yan Y. [58]), en este caso la repuesta sera´ el campo de desplazamientos
aleatorio u (x, θ), donde θ denota una salida ba´sica en el espacio de posibles salidas Θ (Sudret
B. [10]). El me´todo de elementos finitos estoca´stico espectral (SSFEM) propuesto por Ghanem
y Spanos [22] es una aproximacio´n que involucra campos aleatorios, en el cual se realizan dos
discretizaciones del sistema de ecuaciones diferenciales parciales estoca´sticas que gobiernan el
problema en consideracio´n, una en el dominio espacial y otra en el dominio probabilista. La
respuesta, es decir el campo de desplazamientos es calculado como una expansio´n en variables
aleatorias (Sudret B, Der Kiureghian.[52]).
En este cap´ıtulo se revisa inicialmente las distintas aproximaciones que se han utilizado para
27
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Figura 3.1: FEM f´ısico. El sistema f´ısico es la fuente del proceso.
tratar los sistemas estoca´sticos, luego se desarrollan los aspectos claves del modelamiento ha-
ciendo uso del SSFEM el cual involucra conceptos como las expansiones de Karhunen-Loe`ve y el
caos polinomial.
3.1.1. Modelo matema´tico estoca´stico.
El modelo f´ısico bajo consideracio´n involucra un medio cuyas propiedades exhiben fluctua-
ciones aleatorias y las cuales esta´n sujetas a excitaciones externas tambie´n aleatorias. La repre-
sentacio´n matema´tica de este problema es la siguiente (Ghanem R G, Spanos P D. [22]):
Λ (x, θ)u (x, θ) = f (x, θ) (3.1)
donde Λ es un operador diferencial con coeficientes que exhiben fluctuaciones aleatorias con
respecto a una o ma´s variables independientes. El objetivo es entonces resolver la ecuacio´n
para la respuesta u (x, θ) como una funcio´n de ambos argumentos. Sin pe´rdida de generalidad
se puede asumir que Λ es un operador diferencial cuyos coeficientes aleatorios se restringen a
procesos aleatorios de segundo orden y que cada uno de estos coeficientes ak (x, θ) puede ser
descompuesto en una componente completamente aleatoria y otra puramente determinista de la
siguiente manera:
ak (x, θ) = a¯k (x) + hk (x, θ) (3.2)
donde a¯k (x) es igual a la esperanza matema´tica del proceso ak (x, θ) y hk (x, θ) es un proceso
aleatorio de media cero que tiene la misma funcio´n de covarianza que el proceso ak (x, θ). La
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ecuacio´n 3.1 puede ser reescrita como:
[L (x) + Π (x, θ)]u (x, θ) = f (x, θ) (3.3)
donde L (x) es un operador diferencial determin´ıstico y Π (x, θ) es un operador diferencial
cuyos coeficientes son procesos de media cero.
Una forma bastante general del proceso solucio´n es la siguiente (Sudret B. [10]):
u = g [αk (x, θ) , f (x, θ) ,x] (3.4)
Una descripcio´n completa de la respuesta deber´ıa involucrar las distribuciones conjuntas de
los distintos procesos que aparecen en la ecuacio´n 3.4 (Keese A. [4]), sin embargo dada la estruc-
tura dimensional infinita del proceso en la ecuacio´n 3.4 hace que esta tarea exceda la capacidad
de los me´todos actuales, as´ı que para poder obtener una solucio´n mediante computador es ne-
cesaria una descripcio´n de dimension finita del proceso involucrado. Por otro lado, debido a la
naturaleza abstracta del espacio sobre el cual los procesos aleatorios se definen no es posible
realizar una discretizacio´n del espacio similar a la realizada comu´nmente en el caso del me´todo
de elementos finitos deterministico, siendo necesario que el proceso de discretizacio´n se realice
respecto a una medida espectral.
3.2. APROXIMACIONES A LA SOLUCIO´N DE LOS SISTE-
MAS ESTOCA´STICOS
3.2.1. Me´todos de perturbacio´n
La teor´ıa de probabilidad se introduce en la meca´nica para estimar la variabilidad de la
respuesta del sistema, es decir la dispersio´n de la respuesta alrededor de la media cuando los
para´metros de entrada var´ıan ellos mismos alrededor de sus propias medias (Rahman S. Rao
B. [8]). La idea principal es entender como se propagan las incertidumbres a trave´s del sistema
meca´nico (Sudret B, Der Kiureghian. [52]).
Como se sabe de la teor´ıa de elementos finitos la ecuaciones que describen el sistema global
pueden ser escritas como:
KU = F (3.5)
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donde K es la matriz de rigidez global, U el vector de desplazamientos desconocidos y F el
vector de fuerzas nodales equivalentes.
Asumiendo que la estructura involucra propiedades geome´tricas y/o materiales aleatorios y
que esta´ sujeto a fuerzas externas aleatorias, cada una de estas cantidades se describe mediante
un conjunto de N variables aleatorias, siendo cada variable aleatoria representada por la suma de
su valor medio y una variable aleatoria αi de media cero. Las variaciones de la entrada alrededor
de la media son coleccionadas en un vector de variables aleatoria de media cero α = {α1, ...αN}.
En el ana´lisis de elementos finitos, los me´todos de segundo orden apuntan a evaluar las es-
tad´ısticas de los desplazamientos, esfuerzos y deformaciones a partir de los valores medios de las
variables de entrada y la matriz de covarianza de los α’s (Van den Nieuwenhof B. [?]).
Al aplicar la te´cnica de perturbacio´n, cada una de las cantidades estoca´sticas que aparecen
en la ecuacio´n 3.5 puede ser expandida en una serie de Taylor alrededor de los valores medios,
como sigue (Schwab C, Smith P, Stuart A. [49]):
K = K0 +
N∑
i=1
KIi αi +
1
2
N∑
i=1
N∑
j=1
KIIij αiαj + o
(
‖α‖2
)
(3.6)
U = U0 +
N∑
i=1
U Ii αi +
1
2
N∑
i=1
N∑
j=1
U IIij αiαj + o
(
‖α‖2
)
(3.7)
F = F0 +
N∑
i=1
F Ii αi +
1
2
N∑
i=1
N∑
j=1
F IIij αiαj + o
(
‖α‖2
)
(3.8)
Donde K0, U0, F0 son los valores medios de los para´metros de entrada y donde los coeficien-
tes de primer orden ()Ii y de segundo orden ()
II
i son obtenidos de la primera y segunda derivada
respectivamente de las correspondientes cantidades evaluadas en α = 0.
Al sustituir 3.6-3.8 en 3.5 obtenemos un sistema de ecuaciones recursivas:
U0 = K−10 F
0 (3.9)
U Ii = K
−1
0
(
F Ii −KIi U0
)
(3.10)
U IIij = K
−1
0
(
F Iij −KIi U Ij −KIIij U0
)
(3.11)
A partir de estas expresiones, las estad´ısticas de U se pueden obtener inmediatamente de
los valores α. Si truncamos la expansio´n en series de la ecuacio´n 3.6 despue´s del te´rmino de
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perturbacio´n de segundo orden, obtenemos una solucio´n de perturbacio´n de segundo orden para
la media y la covarianza de los desplazamientos U :
E [U ] ≈ U0 + 1
2
N∑
i=1
N∑
i=1
U IIij Cov [αi, αj ] (3.12)
Cov [U,U ] ≈
N∑
i=1
N∑
j=1
U Ii
(
U Ij
)T
Cov [αi, αj ] (3.13)
Introduciendo los coeficientes de correlacio´n de las variables aleatorias (αi, αj): la ecuacio´n
3.13 se transforma en:
Cov [U,U ] ≈
N∑
i=1
N∑
j=1
U Ii
(
U Ij
)T
ρijσαiσαj (3.14)
3.2.2. Simulacio´n de Monte carlo
La utilidad del me´todo de Simulacio´n de Monte Carlo (MCS) se fundamenta en el hecho de
que la mejor manera de obtener la funcio´n de distribucio´n de probabilidad de una cierta cantidad
aleatoria es mediante una poblacio´n suficientemente grande de esta [Proppe C. Pradlwarter H.J.
Schue¨ller G.I. [23], Bhattacharya B. Chakraborty S. [48]]. La implementacio´n del me´todo consiste
en la simulacio´n nume´rica de una poblacio´n correspondiente a las cantidades aleatorias del pro-
blema f´ısico, resolviendo el problema determin´ıstico asociado con cada uno de los miembros de
la poblacio´n, de esta manera se obtiene una poblacio´n de la cantidad aleatoria de respuesta, tal
poblacio´n puede ser usada para obtener las estad´ısticas de las cantidades de respuesta (Ghanem
R G, Spanos P D.[22]).
El me´todo Monte Carlo ha sido empleado como me´todo de fuerza bruta para evaluar la
validez de otras aproximaciones. En el caso concreto de los sistemas estructurales en los cuales
esta´ involucrado el me´todo de elementos finitos, las ecuaciones diferenciales parciales estoca´sticas
se pueden representar como en la ecuacio´n 3.3, la cual se repite por conveniencia:
[L (x) + Π (α (x, θ) , x)] [u (α (x, θ) , x)] = f (x, θ) (3.15)
donde L es un operador diferencial determinista, Π es un operador diferencial estoca´stico, u y f
son respectivamente el desplazamiento y la fuerza, los cuales presentan una dependencia aleatoria.
La ecuacio´n 3.15 involucra generalmente la realizacio´n nume´rica de los procesos aleatorios α (x, θ)
y f (x, θ), los cuales se obtienen con la aplicacio´n del MCS y luego se procede con la solucio´n
de la ecuacio´n determin´ıstica para u (α (x, θ) , x) en un valor fijo de θ. Este proceso es repetido
cierto nu´mero de veces para diferentes valores de θ ∈ Θ.
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3.3. ME´TODO DE ELEMENTOS FINITOS ESTOCA´STICOS
ESPECTRALES
3.3.1. Modelo Matema´tico
El problema tratado en este documento no es convencional en el terreno de la ingenier´ıa civil
e involucra conceptos de mayor abstraccio´n y naturaleza matema´tica; por tal razo´n se considera
pertinente introducir ciertos conceptos que se utilizara´n en lo subsecuente. Tambie´n es necesario
aclarar aspectos de la notacio´n para simplificar la complejidad matema´tica.
3.3.2. Elementos finitos deterministas
Antes de revisar los detalles del me´todo de elementos finitos estoca´sticos, es importante
revisar el caso determinista, en este caso el espacio Ω de eventos elementales se reduce a un u´nico
elemento, coincidiendo con la realizacio´n del problema,
L (x) [u (x)] = f (x) x ∈ Ω (3.16)
La ecuacio´n 3.16 puede ser vista como un mapeo desde el espacio sobre el cual la respuesta
u (x) esta´ definida hacia el espacio sobre el cual se define la excitacio´n f (x). El dominio del
operador L (x), en el cual se expande la solucio´n, es determinado por la forma espacial de L (x),
como tambie´n las condiciones de borde y las condiciones iniciales asociadas con el problema
f´ısico. Asumiendo que L (x) es un operador diferencial de m − e´simo orden, sea Cm el espacio
de todas las funciones que son diferenciables m veces (Buchern Ch, Most T. [13]). Entonces el
espacio solucio´n es algu´n subespacio de Cm cuyos elementos satisfacen las condiciones de frontera
esenciales del problema. La funcio´n solucio´n u (x) puede ser expandida a lo largo de una base en
este espacio, la ecuacio´n 3.16 toma la siguiente forma:
L (x)
[ ∞∑
i=1
uigi (x)
]
=
∞∑
i=1
uiL (x) [gi (x)] = f (x) (3.17)
donde ui es una componente de la solucio´n u (x) a lo largo de la base gi (x). La sumatoria
anterior sera´ truncada a partir del N − e´simo te´rmino y el problema es entonces calcular las
coordenadas {ui} de la respuesta u (x) con respecto a la base de dimensio´n finita {gi (x)}Ni=1
(Ngah M.F. Young A. [5]).
La formulacio´n de los elementos finitos estoca´sticos que se presenta en este documento se
basa en una proyeccio´n de Galerkin en el espacio Θ de variables aleatorias.
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3.3.3. Procesos de discretizacio´n del campo aleatorio
Un procedimiento de discretizacio´n es la aproximacio´n del campo aleatorio H (·) mediante
Hˆ (·) (Brennan D, Akpan I, Konuk A. [12], Huang S. Mahadevan S, Rebba R. [28]), el cual se
define por medio de un conjunto finito de variables aleatorias {χi, i = 1, ...n}. Los me´todos de
discretizacio´n se dividen en tres grupos:
1. Discretizacio´n por puntos: donde las variables aleatorias {χi} son valores seleccionados de
H (·) en algunos puntos dados xi.
2. Discretizacio´n promedio: donde las variables aleatorias {χi} son integrales ponderadas de
H (·) sobre el dominio Ωe, siendo este el dominio del elemento.
χi =
∫
Ωe
H (x)w (x) dΩ (3.18)
3. Me´todos de expansio´n en series: donde los campos aleatorios se representan como una
serie que involucra variables aleatorias y funciones espaciales deterministas, en este caso la
aproximacio´n se obtiene luego de truncar la serie.
Para una mejor ilustracio´n del tema refie´rase a Sudret B, Der Kiureghian.[52]
3.3.4. Campos aleatorios y espacios de Hilbert relacionados
El espacio de Hilbert de funciones definido sobre el dominio Ω (donde Ω es un conjunto
abierto en Rd, que describe el sistema geome´trico y cada uno de sus elementos se denota por
x) con valores en la l´ınea real, se denota por H, el cual es un espacio completo (Acharjee S,
Zabaras N.[7]). El espacio vectorial de variables aleatorias reales con momento segundo finito(
E
[
X2
]
<∞) es denotado por L2 (Θ,F , P ), donde un elemento de Θ es θ. La operacio´n de
esperanza permite definir el siguiente producto punto (Kowalsky U. Zu¨mendorf T. Dinkler D.
[17]):
〈X,Y 〉 ≡ E [XY ] (3.19)
‖X‖ =
√
E [X2] (3.20)
L2 es un espacio completo, esto hace que sea a su vez un espacio de Hilbert.
El espacio de funciones que mapean Θ en la l´ınea real se denota como Φ, cada uno de estos
mapeos define una variable aleatoria. Un campo aleatorio H (x, θ) puede ser definido como una
curva en el espacio de Hilbert, el cual es una coleccio´n de variables aleatorias indexadas por un
para´metro continuo x ∈ Ω. Esto significa que para un x0, H (x0, θ) es una variable aleatoria.
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Inversamente, para una salida dada θ0, H (x, θ0) es una realizacio´n del campo.
Los productos internos sobre H son definidos utilizando la medida de Lebesgue. Esto es, para
dos elementos cualquiera de H su producto interno es definido como:
〈f, g〉L2(Ω) =
∫
Ω
f (x) g (x) dΩ (3.21)
3.3.5. Expansiones de Karhunen-Loe`ve
Las expansiones de Karhunen-Loe`ve de un campo aleatorio H (·) se fundamentan en la des-
composicio´n espectral de su correspondiente funcio´n de autocovarianza CHH (x1, x2) (Stefanou
G. Papadrakakis M. [40], Guedria M. Bouhaddib N. Majeda R.[46]).
Sea H (x, θ) un proceso aleatorios, el cual es funcio´n del vector de posicio´n x definido sobre
el dominio Ω y θ que pertenece al espacio de eventos aleatorio Θ. Por definicio´n, la funcio´n de
covarianza es acotada, sime´trica y positiva definida. as´ı la descomposicio´n espectral es (Ghanem
R, Saad G, Doostan A. [21]):
CHH (x1, x2) =
∞∑
n=0
λnfn (x1)fn (x2) (3.22)
donde λn y fn (x) son los valores propios y los vectores propios del kernel de covarianza, ellos
son la solucio´n de la ecuacio´n integral:∫
Ω
CHH (x1, x2)ϕi (x) dΩx1 = λiϕi (x2) ∀i = 1, ... (3.23)
Debido a las propiedades mencionadas del kernel de covarianza, sus funciones propias son
ortogonales y forman una base completa de L2. El conjunto de valores propios (espectro) es
real, positivo, numerable y cero como el u´nico punto posible de acumulacio´n. Cualquiera de las
realizaciones de H (·) puede ser expandida sobre esta base como sigue:
H (x, θ) = µ (x) +
∞∑
i=1
√
λiξi (θ)ϕi (x) (3.24)
donde {ξi (θ) , i = 1, ...} es un conjunto de variables aleatorias denotadas como las coorde-
nadas de la realizacio´n del campo aleatorio con respecto al conjunto de funciones deterministas
{ϕi}, adema´s verifican que:
E [ξkξl] = δkl (3.25)
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E [ξk] = 0 (3.26)
donde {ξi (θ) , i = 1, ...} forma un conjunto de variables aleatorias ortonormales.
Finalmente se puede decir que 3.24 corresponde a una separacio´n de las variables espaciales
y aleatorias en H (x, θ).
Desde el punto de vista pra´ctico, la importancia de la 3.24 es que se puede utilizar en un
esquema de simulacio´n para obtener realizaciones nume´ricas del proceso aleatorio.
3.3.6. Solucio´n de la ecuacio´n integral
La utilidad de la expansio´n de Karhunen-Loe`ve esta´ en la habilidad de resolver el problema
de la ecuacio´n integral de la forma (Schenk C.A. Pradlwarter H.J. Schue¨ller G.I. [24]):∫
Ω
CHH (x1, x2)ϕi (x2) dΩx2 = λiϕi (x1) (3.27)
donde CHH (x1, x2) es una funcio´n de autocovarianza. El hecho que el kernel CHH (x1, x2)
sea acotado, sime´trico y definido positivo simplifica el ana´lisis usual, pues garantiza un nu´mero
de propiedades para las funciones propias y vectores propios que son la solucio´n de la ecuacio´n
3.28. Estas propiedades se listan a continuacio´n (Lin W. Lee Z. K. Lu P. [43]):
1. El conjunto ϕi de funciones propias es ortogonal y completo.
2. Para cada valor propio λi, corresponde al menos un nu´mero finito de funciones propias
linealmente independientes.
3. Existe al menos un conjunto infinito de funciones propias.
4. Los valores propios son todos nu´meros reales positivos.
5. El kernel CHH (x1, x2) admite la siguiente expansio´n convergente:
CHH (x1, x2) =
N∑
i=1
λiϕi (x1)ϕi (x2) (3.28)
La ecuacio´n 3.28 puede ser resuelta anal´ıticamente para unas pocas funciones de autocova-
rianza y geometr´ıas Ω. En la presente seccio´n se presenta la solucio´n en forma exacta para la
funcio´n de autocovarianza exponencial en dos dimensiones. Ghanemm y Spanos [22] presentaron
el ana´lisis detallado para esta funcio´n de autocovarianza, por su parte Sudret [10] presento´ la
forma de la solucio´n nume´rica del problema de la ecuacio´n integral.
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El kernel considerado esta´ dado en la siguiente ecuacio´n:
CHH (x1, x2) = e|x1−x2|/b (3.29)
donde b es un para´metro con las mismas unidades de x y es frecuentemente denominado la
longitud de correlacio´n, dado que refleja la tasa a la cual la correlacio´n decae entre dos puntos
del proceso. Se asume que el proceso esta´ definido sobre un intervalo unidimensional [−a, a]; en
este caso las funciones propias y valores propios de la funcio´n de covarianza 3.29 son la solucio´n
de la siguiente ecuacio´n integral:∫ a
−a
e−c|x1−x2|ϕi (x2) dx2 = λϕi (x1) (3.30)
donde c = 1/b. Esta ecuacio´n se puede reescribir como∫ x
−a
e−c(x1−x2)ϕi (x2) dx2+
∫ a
x
ec(x1−x2)ϕi (x2) dx2 = λϕi (x1) (3.31)
Diferenciando 3.31 respecto a x1 se obtiene la siguiente ecuacio´n:
λϕ′′i = −c
∫ x
−a
e−c(x1−x2)ϕi (x2) dx2 + c
∫ a
x
ec(x1−x2)ϕi (x2) dx2 (3.32)
Diferenciando de nuevo respecto a x1 se llega a
λϕ′′i (x) =
(−2c+ c2λ)ϕi (x) (3.33)
Introduciendo una nueva variable:
w2 =
2c− c2λ
λ
(3.34)
la ecuacio´n 3.32 se convierte en:
ϕ′′i (x) + w
2ϕi (x) = 0 − a ≤ x ≤ +a (3.35)
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Para encontrar las condiciones de borde asociadas a la ecuacio´n diferencial 3.35, se evalu´an
las ecuaciones 3.32 y 3.33 en x = −a y x = a, as´ı, las condiciones de borde son:
cϕi (a) + ϕ′i (a) = 0 (3.36)
cϕi (−a) + ϕ′i (−a) = 0 (3.37)
De esta manera, la ecuacio´n integral 3.30 se transforma en la ecuacio´n diferencial ordinaria
3.35 junto con las condiciones de frontera dadas por 3.36 y 3.37.
La solucio´n tiene la forma,
ϕi (x) = a1 cos (wx) + a2 sin (wx) (3.38)
Luego de aplicar las condiciones de borde especificadas en las ecuaciones 3.36 y 3.37 se puede
llegar finalmente a las funciones propias siguientes:
ϕi (x) =
cos (wix)√
a+ sin(2wia)2wi
(3.39)
ϕ ∗i (x) = sin (w ∗i x)√
a− sin(2w∗ia)2w∗i
(3.40)
para el caso de i pares e impares respectivamente.
donde wi es la solucio´n de:
1
b
tan (wia) + wi = 0 en el rango
[
(i− 1) pi
a
, i
pi
a
]
(3.41)
para el caso par y para el caso impar es,
1
b
− wi tan (wia) = 0 en el rango
[
(i− 1) pi
a
,
(
i− 1
2
)
pi
a
]
(3.42)
y los correspondientes valores propios son, en el mismo orden:
λi =
2c
w2i + c2
(3.43)
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y
λ∗i = 2c
w ∗2i +c2
(3.44)
3.3.7. Caso dos dimensional
La solucio´n del problema de valor propio para el caso dos dimensional es obtenida simplemente
mediante el producto de la soluciones en una dimensio´n, esto es,
λi = λ1Di1 · λ1Di2 (3.45)
ϕ (x) = ϕ (x, y) = ϕi1 (x) · ϕi2 (x) (3.46)
donde los super´ındices 1D representan las soluciones en una dimensio´n que se dieron en la
seccio´n previa.
3.3.8. Ecuacio´n de equilibrio estoca´stica
En el marco de este trabajo se supondra´ u´nicamente que el mo´dulo de elasticidad es un campo
aleatorio Gaussiano, de esta manera la matriz de elasticidad en el punto x puede escribirse como,
D (x, θ) ≡ H (x, θ)D0 (3.47)
donde D0 es una matriz constante. La siguiente es la expansio´n de Karhunen-Loe`ve de H (·):
H (x, θ) = µ (x) +
∞∑
i=1
√
λiξi (θ)ϕi (x) (3.48)
puede ser sustituida junto con la ecuacio´n 3.47 en la matriz de rigidez del elemento
ke =
∫
Ωe
BTDBdΩe (3.49)
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obteniendose:
ke (θ) = ke0 +
∞∑
i=1
kei ξi (θ) (3.50)
donde ke0 es la matriz de rigidez media del elemento y k
e
i son matrices deterministas obtenidas
de la siguiente manera:
kei =
√
λi
∫
Ωe
ϕi (x)BT ·D0 ·BdΩe (3.51)
Al ensamblar las contribuciones elementales se llega a la siguiente expresio´n,[
K0 +
∞∑
i=1
Kiξi (θ)
]
· U (θ) = F (3.52)
En la ecuacio´n anterior, Ki son matrices deterministas obtenidas por el ensamblaje de kei de
manera similar al caso determinista.
3.3.9. Representacio´n de la respuesta utilizando el me´todo de expansiones de
Neumann
El vector de respuesta U (θ) deber´ıa ser obtenido al invertir la ecuacio´n 3.52; sin embargo no
se tienen soluciones exactas (Lei Z. Qiu C. [15]). Una de las estrategias que adoptaron Ghanem y
Spanos (Ghanem R G, Spanos P D. [22]) consiste en utilizar expansiones en series de Neumann
de la inversa de la matriz de rigidez estoca´stica para llegar a una respuesta aproximada.
U (θ) =
[
I +
∞∑
i=1
K−10 Kiξi (θ)
]−1
· U0, U0 = K−10 · F (3.53)
La expansio´n en series de Neumann de la ecuacio´n anterior tiene la forma:
U (θ) =
∞∑
k=0
(−1)k
[ ∞∑
i=1
K−10 Kiξi (θ)
]
U0 (3.54)
Con los primeros te´rminos de esta expansio´n, la ecuacio´n 3.54 queda de la siguiente manera,
U (θ) =
I − ∞∑
i=1
K−10 Kiξi (θ) +
∞∑
i=1
∞∑
j=1
K−10 KiK
−1
0 Kjξi (θ) ξj (θ) + ...
U0 (3.55)
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Las expansiones de Karhunen-Loe`ve y de Neumann pueden ser truncadas para obtener una
solucio´n aproximada de U (θ).
3.3.10. Proyeccio´n de la respuesta sobre el caos homoge´neo
El caos polinomial es una base particular del espacio de variables aleatorias L2 (Θ,F , P ) el
cual se basa en los polinomios de Hermite de variables normales esta´ndar (Ghanem R, Saad G,
Doostan A. [21]).
Un polinomio de Hermite en una dimensio´n se define como:
hn (x) = (−1)n
dn
[
e−
1
2
x2
]
dxn
e
1
2
x2 (3.56)
Los polinomios de Hermite de variables aleatorias normales esta´ndar son ortogonales con
respecto al producto interno de L2 (Θ,F , P ), esto es:
E [hn (ξi (θ))hm (ξj (θ))] = 0, m 6= n (3.57)
Los polinomios de Hermite multidimensional pueden ser definidos como productos de poli-
nomios de Hermite de variables aleatorias normales esta´ndar. Para aclarar aspectos de su cons-
truccio´n, consideremos las siguientes secuencias de enteros:
α = {α1, ...αp} αj ≥ 0 (3.58)
i = {i1, ...ip} ij > 0 (3.59)
El polinomio de Hermite multidimensional asociado con las secuencias (i, α) es
Ψi,α (θ) =
p∏
k=1
hαk (ξik (θ)) (3.60)
As´ı, {Ψi,α} que representa el conjunto de todos los polinomios asociados con todas las posi-
bles secuencias (i, α) de cualquier longitud p, forma una base de L2 (Θ,F , P ).
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Sea denotado como Γp
(
ξi1 (θ) , ...ξip (θ)
)
el conjunto de los polinomios base
{
Ψi,α (θ) |
∑p
k=1 αk = p
}
y sea Γp el espacio que estos expanden. Entonces Γp es un subespacio de L2 (Θ,F , P ), que usual-
mente se denomina Caos homogeneo de orden p (Stefanou G. Papadrakakis M. [40]). Los sub-
espacios Γp son ortogonales unos con otros en L2 (Θ,F , P ). Consecuentemente la expansio´n de
cualquier variable aleatoria u (θ) en el caos polinomial puede ser escrita como:
u (θ) = u0Γ0 +
∞∑
i1=1
ui1Γ1 (ξi1 (θ)) +
∞∑
i1=1
∞∑
i2=1
ui1i2Γ2 (ξi1 (θ) , ξi2 (θ)) + . . . (3.61)
En esta expresio´n u0, ui1 , ui1i2 son las coordenadas de u (θ) asociadas con el caos homoge´neo
de orden cero, primero y segundo respectivamente. El caos homoge´neo de orden ma´s bajo tiene
la siguiente forma
Γ0 = 1
Γ1 (ξi) = ξi
Γ2 (ξi1 , ξi2) = ξi1ξi2 − δi1i2
Γ3 (ξi1 , ξi2 , ξi3) = ξi1ξi2ξi3 − ξi1δi3i1 − ξi2δi3i1 − ξi3δi1i2
(3.62)
3.3.11. Representacio´n general de la respuesta en L2 (Θ,F , P )
Cada uno de los desplazamientos aleatorios ui (θ) de la ecuacio´n 3.55 puede ser representa-
do como una serie de polinomios en variables normales esta´ndar {ξk (θ)}∞k=1. Reordenando los
te´rminos mediante el uso de un solo ı´ndice, la respuesta es:
ui (θ) =
∞∑
j=0
uijPj ({ξk (θ)}∞k=1) (3.63)
donde P0 ≡ 1 y Pj ({ξk (θ)}∞k=1) son polinomios en variables normales esta´ndar, esto es,
Pj ({ξk (θ)}∞k=1) = ξα1i1 ξα2i2 . . . ξ
αp
ip
(3.64)
El conjunto {Pj}∞j=0 de la ecuacio´n 3.64 forma una base en el espacio de variables aleatorias
L2 (Θ,F , P ), y los coeficientes uij son interpretados como las coordenadas de ui (θ) en esta base.
Asumiendo que cualquier variable aleatoria u (θ) de L2 (Θ,F , P ) puede ser representada de
la siguiente forma:
u (θ) =
∞∑
j=0
ujΨj (θ) (3.65)
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donde {Ψj (θ)}∞j=0 es un conjunto completo de variables aleatorias ortogonales definidas como
polinomios en {ξk (θ)}∞k=1 que satisfacen:
Ψ0 ≡ 1 (3.66)
E [Ψj ] = 0 j > 0 (3.67)
E [Ψj (θ)Ψk (θ)] = 0 j 6= k (3.68)
La expresio´n del vector nodal de desplazamientos se puede escribir como,
U (θ) =
∞∑
j=0
UjΨj (θ) (3.69)
Las coordenadas Uj son vectores deterministas de N componentes.
Denotando ξ0 (θ) ≡ 1 y sustituyendo la ecuacio´n anterior en 3.52, se obtiene:( ∞∑
i=0
Kiξi (θ)
)
·
 ∞∑
j=0
UjΨj (θ)
− F = 0 (3.70)
Con propo´sitos computacionales las series que aparecen en la ecuacio´n 3.70 son truncadas
despue´s de un nu´mero finito de te´rminos, exactamente (M + 1) para la expansio´n de la matriz
de rigidez, que corresponde a la expansio´n de Karhunen-Loe`ve y P para la expansio´n del vector
de los desplazamientos. El siguiente es el residuo resultante del truncamiento.
εM,P =
M∑
i=0
P−1∑
j=0
KiUjξi (θ)Ψj (θ)− F (3.71)
La mejor aproximacio´n a la solucio´n exacta U (θ) en el espacio HP expandida mediante
{Ψk}P−1k=0 se obtiene al minimizar este residuo en el sentido cuadrado medio. En el espacio de
Hilbert L2 (Θ,F , P ) esto equivale a que este residuo sea ortogonal a HP , esto es
E [εM,P ·Ψk] = 0 k = 0, ...P − 1 (3.72)
Introduciendo la siguiente notacio´n,
cijk = E [ξiΨjΨk] (3.73)
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Fk = E [ΨkF ] (3.74)
En este caso Fk es cero para k > 0 debido a que se esta´ considerando carga determinista.
Utilizando 3.71, la ecuacio´n 3.72 puede escribirse como
M∑
i=0
P−1∑
j=0
cijkKiUj = Fk (3.75)
definiendo
Kjk =
M∑
i=0
cijkKi (3.76)
la ecuacio´n 3.75 se puede escribir
P−1∑
j=0
KjkUj = Fk k = 0, ...P − 1 (3.77)

K00 · · · K0P−1
K10 · · · K1P−1
...
. . .
...
KP−10 · · · KP−1P−1
 ·

U0
U1
...
UP−1
 =

F0
F1
...
FP−1
 (3.78)
3.3.12. Ana´lisis del SSFEM
El nu´cleo del programa de elementos finitos estoca´sticos consiste en el ca´lculo de la matriz
de rigidez y el vector de fuerzas nodales, el ensamblaje de las contribuciones de los elementos y
la solucio´n del sistema de ecuaciones lineales obtenido.
Matriz de rigidez estoca´stica del elemento
En el caso de problemas ela´sticos en dos dimensiones en los cuales se considera la variabilidad
del mo´dulo de elasticidad, la matriz de rigidez del elemento esta´ dada por
ke (θ) =
∫
Ωe
H (x, θ)BTD0BdΩe (3.79)
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dondeH (x, θ) es el campo aleatorio que representa el mo´dulo de Young del material yD0 es la
matriz de elasticidad calculada con un mo´dulo de Young unitario. Al sustituir la expansio´n en se-
ries, truncada de la ecuacio´n 3.24 en 3.79 se pueden obtener las matrices deterministas siguientes:
Matriz de rigidez media:
k¯e =
∫
Ωe
µBTD0BdΩe (3.80)
y las M matrices de rigidez ponderadas
kei (θ) =
∫
Ωe
Hi (x)BTD0BdΩe i = 1, ...M (3.81)
Las integrales que aparecen en las ecuaciones 3.80 y 3.81 pueden ser resueltas utilizando un
esquema de integracio´n Gaussiano de 2 x 2 para elementos isoparame´tricos de 4 nodos (Stefanou
G. Papadrakakis M. [40]).
Las fuerzas nodales equivalentes resultantes de los esfuerzos iniciales y de las fuerzas de peso
propio b son calculadas de la siguiente manera,
fe =
∫
Ωe
BTσ0dΩe +
∫
Ωe
NT bdΩe (3.82)
donde N representa la matriz de funciones de forma y B la matriz cinema´tica.
Procedimiento de ensamblaje
Una te´cnica esta´ndar para ensamblar las matrices de rigidez puede ser usada para obtener la
matriz de rigidez media y ponderada del sistema, esto es
K¯ =
⋃
e
k¯e =
⋃
e
∫
Ωe
µBTD0BdΩe (3.83)
K =
⋃
e
kei =
⋃
e
∫
Ωe
H (x, θ)BTD0BdΩe (3.84)
Este paso se denomina ensamblaje de primer nivel.
Al aplicar la te´cnica de Galerkin al SSFEM se llega al siguiente sistema de ecuaciones haciendo
uso de las ecuaciones anteriores.
M∑
i=0
P−1∑
j=0
cijkKiUj = Fk k = 0, ...P − 1 (3.85)
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en la expresio´n anterior los te´rminos correspondientes a i = 0 son las cantidades medias,
es decir, K0 = K¯ y U0 = U¯ . En el caso de carga determinista, los vectores Fk son todos cero
exceptuando F0, la siguiente notacio´n es introducida
Kjk =
M∑
i=0
cijkKi = c0jkK¯ +
M∑
i=1
cijkKi j, k = 0, ...P − 1 (3.86)
Para llegar finalmente a una expresio´n en forma matricial,
K00 · · · K0P−1
K10 · · · K1 P−1
...
. . .
...
KP−1 0 · · · KP−1 P−1


U0
U1
...
UP−1
 =

F0
0
...
0
 (3.87)
La cual puede ser reescrita formalmente como
KU = F (3.88)
El nu´mero de variables desconocidas del sistema 3.88 es N x P , donde N es el nu´mero de
grados de libertad del sistema y P es el taman˜o de las bases de caos polinomial.
3.3.13. Aplicacio´n de las condiciones de borde
Las condiciones de borde se asumen deterministas y dados en te´rminos de un conjunto fijo
de grados de libertad I para los cuales el desplazamiento es cero (Stefanou G. Papadrakakis M.
[34]), esto es,
ukj = 0 ∀k ∈ I, ∀j = 0, ...P − 1 (3.89)
donde ukj es el k − e´simo componente de Ui en 3.89.
3.3.14. Post-proceso: Ana´lisis de esfuerzos y deformaciones
La salida del ana´lisis del SSFEM es un conjunto de coeficientes de los desplazamientos nodales
U = {U0, ...UP−1} la cual permite representar el vector aleatorio de desplazamientos nodales.
U (θ) =
P−1∑
j=0
UjΨj
(
{ξk (θ)}Mk=1
)
(3.90)
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Para cualquier elemento Ωe el vector de desplazamientos nodal es el siguiente:
ue (θ) =
P−1∑
j=0
uejΨj
(
{ξk (θ)}Mk=1
)
(3.91)
En un punto x, las componentes de deformacio´n y esfuerzo son variables aleatorias obtenidas
como:
ε (x, θ) = B (x)
P−1∑
j=0
uejΨj
(
{ξk (θ)}Mk=1
)
(3.92)
σ (x, θ) =
[
µ+
M∑
i=1
ξi (θ)
]
D0B (x)
P−1∑
j=0
uejΨj
(
{ξk (θ)}Mk=1
)
(3.93)
Cap´ıtulo 4
CONTROL ESTRUCTURAL
4.1. INTRODUCCIO´N.
El movimiento de las estructuras cuyos para´metros son distribuidos se describe no solo por
variables que dependen del tiempo sino tambie´n sobre el espacio. Como resultado, el movimiento
de las estructuras flexibles esta´ gobernado por ecuaciones diferenciales que deben ser satisfechas
tanto en el dominio geome´trico que define la estructura como en las condiciones de borde que
definen este dominio. En esencia, las estructuras de para´metros distribuidos son sistemas de di-
mension infinita y por lo tanto este tipo de sistemas presenta problemas que no existen en los
sistemas de para´metros concentrado. Buena parte de la teor´ıa de control ha sido desarrollada
para sistemas con para´metros concentrados y muchos conceptos no son aplicables a los sistemas
distribuido (Sweversa J,Lauwerys C, Vandersmissen B,Maes M,Reybrouck K,Sas P [?]). El uso
del control modal permite realizar el control en los modos de vibracio´n de la estructura de tal
manera que los conceptos de los sistemas concentrados son aplicables (Liu W. [56]).
Una estructura flexible es un sistema lineal que tiene las siguientes caracter´ısticas:
Dimensio´n finita.
Controlable y observable.
Sus polos tienen parte real pequen˜a y no se cruzan.
Las estructuras flexibles poseen caracter´ısticas especificas, una de ellas es la frecuencia de re-
sonancia (Zhu X, Law S. [63]). En una estructura flexible existen varias frecuencias de resonancia.
Cuando una estructura se mueve a estas frecuencias su movimiento es armo´nico o sinuidal. Este
patro´n se llama modo de vibracio´n. Debido a que los modos son independientes, ellos pueden ser
excitados en forma separada. Otra caracter´ıstica de las estructuras es que los polos del sistema
son complejos conjugados. Su parte real, que representan el amortiguamiento, tienen t´ıpicamente
valores pequen˜os.
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4.2. DESCRIPCIO´N EN LA FORMA DE ESPACIO DE ESTA-
DOS.
4.2.1. Modelo nodal.
Los modelos nodales esta´n dados en te´rminos de los desplazamientos, velocidades y ace-
leraciones nodales. Este tipo de modelos es caracterizado por las matrices de masa, rigidez y
amortiguamiento, donde tales para´metros se obtienen de la solucio´n por elementos finitos, y
adema´s por las matrices de entrada y salida (localizacio´n de los actuadores y los sensores) (Gaw-
ronski W, Ahlstrom H G, Jr, Bernardo A. [?]).
As´ı, una estructura flexible en coordenadas nodales es representada mediante la siguiente
ecuacio´n diferencial de segundo orden:
Mq¨+Dq˙+Kq = Bou (4.1)
En esta ecuacio´n q es el vector de desplazamiento nodal nd x 1; q˙ es el vector de velocidad
nodal nd x 1; q¨ es el vector de aceleracio´n nodal nd x 1; u es el vector de entrada, s x 1; y es el
vector de salida, r x 1; M es la matriz de masa, nd x nd ; D es la matriz de amortiguamiento,
nd x nd; y K es la matrix de rigidez, nd x nd. La matriz de entrada Bo es de taman˜o nd x s,
La matriz de salida de los desplazamientos Coq , r x nd y la matriz de salida de las velocidades
Cov, r x nd. Siendo nd el nu´mero de grados de libertad del sistema, r el nu´mero de salidas o
sensores y s el nu´mero de entradas o actuadores.
Figura 4.1: Ubicacio´n espacial de los sensores y actuadores. Sensores en los nodos 231 y 249.
Actuadores en los nodos 437 y 38.
La matriz de masa siempre es una matriz positiva definida y las matrices de rigidez y amor-
tiguamiento son semidefinidas positivas (Jnifene A. [3]).
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4.2.2. Modelo en coordenadas modales.
Los modelos de segundo orden se definen en coordenadas modales, estos se utilizan con fre-
cuencia para el ana´lisis de dina´micas complejas, que se obtienen por medio de elementos finitos,
con el fin de reducir el orden de un sistema.
Dado que las coordenadas modales son independientes, los modelos modales poseen propieda-
des u´tiles que simplifican el ana´lisis. La representacio´n en coordenadas modales se obtiene de la
representacio´n en coordenada nodales, como se explica en lo siguiente (Zhang J, Roschke P. [61]).
Del ana´lisis modal del sistema no amortiguado realizado en la seccio´n 2.2.5, el conjunto
de n valores que satisfacen la ecuacio´n determinante 2.14 son las frecuencias denotadas como
ω1, ω2, . . . , ωn donde n ≤ nd y ωi se denomina la i− e´sima frecuencia natural.
Al sustituir los valores ωi en la ecuacio´n 2.13 se obtiene el conjunto de vectores {φ1, φ2, . . . , φn}
que satisfacen la ecuacio´n, estos se denominan los modos de vibracio´n. As´ı, se tienen las siguien-
tes dos matrices:
La matriz de frecuencias naturales:
Ω =

ω11 0 . . . 0
0 ω22 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . ωnn
 (4.2)
y la matriz de modos de vibracio´n de dimensio´n nd x n, donde n es el nu´mero de modos de
la estructura considerados,
Φ = [φ1, φ2, . . . , φn] =

φ11 φ21 . . . φ11
φ12 φ22 . . . φ11
. . . . . . . . . . . .
φ1nd φ2nd . . . φnnd
 (4.3)
La matriz modal tiene la propiedad de diagonalizar las matrices de masa y de rigidez,
Mm = ΦTMΦ (4.4)
Km = ΦTKΦ (4.5)
Las matrices diagonales obtenidas se denominan matriz de masa modal y matriz de rigidez
modal. Aplicando la misma transformacio´n a la matriz de amortiguamiento de la ecuacio´n 2.27,
se obtiene:
Cm = ΦTCΦ (4.6)
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Para obtener el modelo modal se introduce una nueva variable, qm, que se denomina despla-
zamiento modal y se define como sigue:
q = Φqm (4.7)
La ecuacio´n del movimiento en esta nueva variable es:
ΦTMΦq¨m +ΦTCΦq˙m +ΦTKΦqm = ΦTBou (4.8)
y = CoqΦqm +CovΦq˙m (4.9)
Haciendo uso de las ecuaciones 4.4, 4.5 y 4.6 y premultiplicando luego por M−1m se obtiene:
q¨m + 2ZΩq˙m +Ω2qm = Bmu (4.10)
y = Cmqqm +Cmvq˙m (4.11)
La matriz Z se obtiene de la siguiente relacio´n M−1m Dm = 2ZΩ, as´ı que Z es:
Z = 0,5M−1m DmΩ
−1 (4.12)
mientras que las matrices de entrada y salida son:
Bm =M−1m Φ
TBo (4.13)
Cmq = CoqΦ (4.14)
Cmv = CovΦ (4.15)
Las ecuaciones 4.10 y 4.11 son un conjunto de ecuaciones desacopladas. Por lo tanto, este
conjunto de ecuaciones puede se escrito de la siguiente manera:
q¨mi + 2ζiωiq˙mi + ω2i qmi = bmiu (4.16)
yi = cmqiqmi + cmviq˙mi i = 1, . . . , n (4.17)
y =
n∑
i=1
yi (4.18)
donde bmi es la i − e´sima fila de Bm y cmqi y cmvi son la i − e´simas columnas de Cmq y
Cmv respectivamente. El coeficiente ζi es el amortiguamiento modal de modo i− e´simo.
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4.2.3. Funcio´n de transferencia en coordenadas modales.
La funcio´n de transferencia de la estructura es la suma de las funciones de transferencia
modales.
G (ω) =
n∑
i=1
Gmi (ω) (4.19)
es decir,
G (ω) =
n∑
i=1
(cmqi + jωcmvi) bmi
ω2i − ω2 + 2jζiωiω
(4.20)
4.2.4. Polos de la estructura.
Los polos de la estructura son los ceros de la ecuacio´n caracter´ıstica. Para el i− e´simo modo,
la ecuacio´n caracter´ıstica es:
s2 + 2ζiωis+ ω2i = 0 (4.21)
Para amortiguamientos pequen˜os los polos son complejos conjugados y tienen la siguiente
forma
s1 = −ζiωi + jωi
√
1− ζ2i (4.22)
s2 = −ζiωi − jωi
√
1− ζ2i (4.23)
4.3. MODELO ESTRUCTURAL EN ESPACIO DE ESTADOS.
Para propo´sitos de simulacio´n de la dina´mica estructural, el ana´lisis y el disen˜o de sistemas
de control es conveniente representar las ecuaciones de la estructura flexible en forma de espacio
de estados.
4.3.1. Modelos nodales.
Para conseguir la representacio´n en estados a partir del modelo nodal 4.1, la ecuacio´n se
reescribe como sigue:
q¨+M−1Dq˙+M−1q =M−1Bou (4.24)
y = Cqq+Cvq˙ (4.25)
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Definiendo el vector de estados x como una combinacio´n de los desplazamientos estructurales,
q, y las velocidades q˙, se tiene:
x =
{
x1
x2
}
=
{
q
q˙
}
(4.26)
En este caso las ecuaciones 4.24 y 4.25 se reescriben como sigue:
x˙1 = x2 (4.27)
x˙2 = −M−1Kx1 −M−1Dx2 +M−1Bou (4.28)
y = Coqx1 +Covx2 (4.29)
Combinando las anteriores ecuaciones, se obtiene las ecuaciones de estado siguientes:
x˙ = Ax+Bu (4.30)
y = Cx (4.31)
donde:
A =
[
0 I
−M−1K −M−1Bo
]
(4.32)
B =
[
0
M−1Bo
]
(4.33)
C =
[
Coq Cov
]
(4.34)
donde A es de taman˜o N x N , B es N x s, y C es de taman˜o r x N . La dimensio´n del modelo
de estados es dos veces el nu´mero de grados de libertad nd, es decir, N = 2nd.
4.3.2. Modelos en coordenadas modales.
Debido a que frecuentemente las representationes en coordenadas nodales son inaceptable-
mente altas (generalmente el nu´mero de grados de libertad es mayor a 1000), esta representacio´n
es poco usada en dina´mica estructural. Por tal motivo se presenta a continuacio´n la representa-
cio´n en coordenadas modales en la cual el nu´mero de ecuaciones es mucho ma´s bajo (Gibson J.
S, Mingori D. L. [25]).
En la primera de estas representaciones se define el vector de estados siguiente:
x =
{
x1
x2
}
=
{
Ωqm
q˙m
}
(4.35)
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En este caso la ecuacio´n 4.10 se puede presentar como el siguiente conjunto de ecuaciones de
primer orden,
x˙1 = Ωx2 (4.36)
x˙2 = −Ωx1 − 2ZΩx2 +Bmu (4.37)
y = CmqΩ−1x1 + Cmvx2 (4.38)
Estas ecuaciones conducen a la forma de espacio de estados mediante las siguientes matrices:
A =
[
0 Ω
−Ω −2ZΩ
]
, B =
[
0
Bm
]
, C =
[
CmqΩ−1 Cmv
]
(4.39)
Aplicando la siguiente transformacio´n,
R =
[
I 0
Z I
]
(4.40)
la representacio´n de los estados en 4.35 se convierten en
x =
{
x1
x2
}
=
{
Ωqm
ZΩqm + q˙m
}
(4.41)
con la correspondiente representacio´n de (A,B,C):
A =
[ −ZΩ Ω
−Ω− Z2Ω −ZΩ
]
, B =
[
0
Bm
]
, C =
[
CmqΩ−1 − CmvZ Cmv
]
(4.42)
Las anteriores representaciones modales se pueden caracterizar mediante la tripletaAm, Bm, Cm,
donde Am tiene la siguiente forma diagonal.
Am = diag(Ami) =

x x 0 0 . . . . . . 0 0
x x 0 0 . . . . . . 0 0
0 0 x x . . . . . . 0 0
0 0 x x . . . . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 0 . . . . . . x x
0 0 0 0 . . . . . . x x

(4.43)
y las matrices de entrada y de salida son dividas correspondientemente de la siguiente manera,
Bm =

Bm1
Bm2
...
Bmn
 (4.44)
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Cm =
[
Cm1 Cm2 · · · Cmn
]
(4.45)
La i− e´sima componente o modo tiene la representacio´n de estados (Ami, Bmi, Cmi),
x˙i = Amixi +Bmiu (4.46)
yi = Cmixi (4.47)
y =
n∑
i=1
yi (4.48)
Para cada una de las anteriores representaciones, las matrices Ami, Bmi y Cmi son,
La representacio´n 4.39, (representacio´n modal 1):
Ami =
[
0 ωi
−ωi −2ζiωi
]
, Bmi =
[
0
bmi
]
, Cmi =
[ cmqi
ωi
cmvi
]
(4.49)
y para la representacio´n 4.42 (representacio´n modal 2)
Ami =
[ −ζiωi ωi
−ωi −ζiωi
]
, Bmi =
[
0
bmi
]
, Cmi =
[ cmqi
ωi
− cmviζi cmvi
]
(4.50)
y los correspondiente vectores de estados:
xi =
{
ωiqmi
qmi
}
(4.51)
xi =
{
ωiqmi
ζiωiqmi + q˙mi
}
(4.52)
4.4. CONTROLABILIDAD Y OBSERVABILIDAD.
Esta seccio´n parte con la definicio´n de los conceptos de observabilidad y controlabilidad en
el caso de ana´lisis de estructuras, como sigue: Una estructura es controlable si los actuadores
instalados excitan todos sus modos y es observable si todos los sensores instalados detectan los
movimientos de todos los modos. Esta definicio´n responde la pregunta de la deteccio´n y excitacio´n
de modos en te´rminos de si y no. Por otro lado los Grammianos responden a la misma cuestio´n
en te´rminos mas cualitativos, representando estos el grado de controlabilidad y observabilidad
de cada modo (Gawronski W. [55]).
La propiedad fundamental de las estructuras flexibles en coordenadas modales es que su re-
presentacio´n puede hacerse a trave´s de un conjunto desacoplado de modos (Ho C, Ma C. [27]).
Esto permite tratar las propiedades de cada uno de los modos de manera separada y combinarlos
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para obtener propiedades de la estructura completa.
Los Grammianos son matrices no negativas que expresan las propiedades de controlabilidad
y observabilidad cualitativamente y esta´n libres de dificultades nume´ricas.
Los grammianos de controlabilidad y observabilidad se definen como sigue:
Wc (t) =
∫ t
0
eAτBBT eA
T τdτ (4.53)
Wo (t) =
∫ t
0
eA
T τCTCeAτdτ (4.54)
Una forma ma´s conveniente de determinarlos es mediante las siguientes ecuaciones diferencial.
W˙c = AWc +WcAT +BBT (4.55)
W˙o = ATWo +WoA+ CTC (4.56)
La solucio´n Wc(t) y Wo(t) son matrices variantes en el tiempo pero el intere´s recae en la
solucio´n en estado estacionario. Para un sistema estable, la solucio´n del estado estacionario se
obtiene al asumir que W˙o = W˙c = 0. En este caso la ecuacio´n diferencial se reemplaza por las
siguientes ecuaciones algebraicas, denominadas ecuaciones de Lyapunov:
AWc +WcAT +BBT = 0 (4.57)
ATWo +WoA+ CTC = 0 (4.58)
Para A estable, los grammianos Wc(t) y Wo(t) obtenidos son definidos positivos.
Los grammianos dependen del sistema (King B,Hovakimyan N, Evans K, Buhl M. [33]) de
coordenadas y para una transformacio´n lineal de un estado x en un estado nuevo xn, tal que
x = Rxn los grammianos se transforman como sigue:
Wcn = R−1WcR−T (4.59)
Won = RTWoR (4.60)
Los valores propios de los grammianos cambian durante la transformacio´n de coordenadas,
sin embargo, los valores propios del producto de los grammianos es invariante. As´ı que,
λi (WcnWon) = λi
(
R−1WcR−TRTWoR
)
= λi (WcWo) (4.61)
Estos invariantes se denotan como γi,
γi =
√
λi (WcnWon) i = 1, . . . , N (4.62)
y son denominados los valores singulares hankel del sistema.
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4.4.1. Controladores de baja autoridad.
Para entrar a disen˜ar el controlador es importante primero distinguir entre controladores de
baja autoridad y controladores de alta autoridad. Esta distincio´n permite disen˜ar controladores
que suprimen significativamente las vibraciones flexibles de la estructura (Eso es hecho por el
controlador de baja autoridad), o seguir un comando de manera precisa (En este caso se utilizar´ıa
un controlador de alta autoridad) (Gawronski W. [55], Petersen I. R, Pota H. R.[44]).
Las fuerzas de control que actu´an sobre la estructura pueden ser divididas en fuerzas de
rastreo y fuerzas de amortiguamiento. Las fuerzas de rastreo mueven la estructura de tal forma
que siga un objetivo, mientras las fuerzas de amortiguamiento actu´an sobre la estructura para
suprimir las vibraciones. En general, las fuerzas de rastreo son significativamente ma´s grandes
que las fuerzas de amortiguamiento. Por tal razo´n los controladores estructurales pueden divi-
dirse en controladores de baja y de alta autoridad.
El controlador de baja autoridad es el que usa una entrada limitada para controlar la vibracio´n
del sistema. En el caso de las estructuras flexibles la entrada limitada introduce el amortigua-
miento adicional al sistema de tal manera que tal fuerza no tenga una influencia considerable en
el comportamiento global de la estructura.
De lo anterior, el control de las estructuras flexibles puede ser dividido en dos estados, el pri-
mero es cuando se adiciona amortiguamiento a la estructura y la vibracio´n se suprime mostrando
un decaimiento ra´pido, el segundo es cuando el movimiento global de la estructura es afectado y
el amortiguamiento varia muy poco.
En el dominio de la frecuencia el primer estado se caracteriza por la supresio´n de los picos
de resonancia, mientras la regiones fuera de estos se afectan muy poco. En el caso del diagra-
ma de polos y ceros para un controlador de baja autoridad, las ganancias mueven los polos de
la estructura en el sentido horizontal, es decir, la parte real de los polos cambia significativamente.
4.5. CONTROLADORES LQG.
En el disen˜o de los controladores LQG existen dos aspectos importantes. El primero es la
determinacio´n de los pesos del ı´ndice de desempen˜o. Los pesos impactan principalmente el de-
sempen˜o del sistema en lazo cerrado, en te´rminos de las propiedades de exactitud del rastreo
y el rechazo de perturbaciones. El segundo aspecto es la reduccio´n del orden del controlador,
el cual impacta la implementacio´n en te´rminos de la complejidad y exactitud del software del
controlador.
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4.5.1. Definicio´n de las ganancias.
El diagrama de bloques para el sistema de control LQG puede ser representado como el de
la figura 4.3. El cual consiste de una planta o estructura (G) y un controlador (K). La salida de
la planta y se mide para luego alimentar al controlador. y es utilizada por el controlador para
determinar la sen˜al de control que conduce la planta.
Figura 4.2: Estructura interna del sistema LQG.
La planta se describe por la ecuacio´n en espacio de estados siguiente:
x˙ = Ax+Bu+ v (4.63)
y = Cx+ w (4.64)
donde x es el vector de estados de la planta, v es la perturbacio´n que afecta a la planta, se
denomina ruido del proceso y tiene covarianza V = E(vvT ), w es un ruido que afecta la salida,
comu´nmente se le conoce como ruido de la medida y su covarianza es W = E(wwT ). Ambos
ruidos son no correlacionado, esto es, E(vwT ) = 0. Se puede asumir sin pe´rdida de generalidad
que la covarianza del ruido medido es unitario, esto es W = I.
La forma interna de la estructura y del controlador se encuentra en las figuras 4.2 y 4.3.
El controlador produce la sen˜al de control u que dirige la planta. Esta sen˜al es proporcional
al valor estimado del estado xˆ, y la ganancia entre el estado y la sen˜al de control u es la ganancia
del controlador. En estos casos se utiliza el estimado del estado xˆ ma´s que el estado x, dado que
t´ıpicamente los estados no esta´n disponibles.
El estado estimado se obtiene a partir del estimador, el cual hace parte del controlador. La
ecuacio´n del estimador es:
˙ˆx = Axˆ+Bu+Ke (y − Cxˆ) (4.65)
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Figura 4.3: Estructura interna del sistema LQG.
Si se asume que el modelo de la planta es conocido en forma exacta, se puede afirma que el
estado estimado resulta ser una copia exacta del estado actual, excepto por la dina´mica inicial.
La siguiente tarea en el disen˜o es entonces determinar la ganancia del estimador Ke.
La ecuacio´n de estado desde la entrada hasta la salida del controlador se puede determinar
con ayuda del diagrama de bloques, de lo cual resulta la siguiente ecuacio´n:
˙ˆx = (A−BKc −KeC) xˆ+Key (4.66)
u = −Kcxˆ (4.67)
La anterior ecuacio´n se puede llevar a una forma ma´s compacta renombrando la representacio´n
de la manera siguiente,
Alqg = A−BKc −KeC (4.68)
Blqg = Ke (4.69)
Clqg = −Kc (4.70)
En las ecuaciones anteriores las ganancias del controlador Kc y del estimador Ke son canti-
dades desconocidas. Estas ganancias se pueden determinar al minimizar el ı´ndice de desempen˜o
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siguiente,
J2 = E
(∫ ∞
0
(
xTQx+ uTRu
)
dt
)
(4.71)
En esta ecuacio´n R es la matriz positiva de los pesos de la entrada y Q es una matriz positiva
semidefinida de pesos del estado. Se puede asumir sin pe´rdida de generalidad que R = I.
El mı´nimo de la funcio´n J se obtiene para la realimentacio´n definida como sigue,
u = −Kcxˆ (4.72)
siendo la matriz de ganancia:
Kc = BTSc (4.73)
donde Sc es la solucio´n de la ecuacio´n algebraica de Riccati para el controlador (CARE),
ATSc + ScA− ScBBTSc +Q = 0 (4.74)
y la ganancia del estimador o´ptima esta´ dada por,
Ke = SeCT (4.75)
donde Se es la solucio´n de la ecuacio´n algebraica de Riccati para el estimador (FARE)
ATSe + SeA− SeCTCSe + V = 0 (4.76)
Sistema en lazo cerrado.
La ecuaciones de estado en lazo abierto son las ecuaciones 4.63 y 4.64 y para el controlador
LQG son la ecuaciones 4.66 y 4.67. Para determinar las ecuaciones de espacio de estado en lazo
cerrado, se define la siguiente variable de estado,
xo =
{
x
ε
}
(4.77)
donde es ε = x− xˆ, de esta manera se puede llegar a las ecuaciones en espacio de estados de
lazo cerrado siguientes,
x˙o = Aoxo +Bov (4.78)
z = Coxo (4.79)
donde,
Ao =
[
A−BKc BKc
0 A−KeC
]
(4.80)
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Bo =
[
I
I
]
(4.81)
Co =
[
C 0
]
(4.82)
Controlador LQG balanceado.
Las soluciones del CARE y el FARE depende de la escogencia de los estados. Dentro de todos
la posibles escogencias existe una representacio´n tal que las soluciones de CARE y el FARE son
iguales y diagonales. Asumiendo que el sistema es controlable y observable, se tendr´ıa que,
Sc = Se =M = diag (µ1, µ2, . . . , µN ) (4.83)
donde µ1 ≥ µ2 ≥ . . . ≥ µN ≥ 0 y M es una matriz positiva definida diagonal, esto es,
M = diag (µi) i = 1, . . . , N . La representacio´n que satisface la condicio´n 4.83 se denomina
representacio´n balanceada y µi i = 1, . . . N son los valores singulares LQG.
Sea R la transformacio´n del estado x tal que x = Rx¯. Entonces las soluciones del FARE y el
CARE en las nuevas coordenadas son:
S¯c = RTScR (4.84)
y las matrices de pesos,
S¯e = R−1QcR (4.85)
La transformacio´n que conduce a la representacio´n balanceada es como sigue:
Las soluciones Sc y Se del FARE y CARE de la representacio´n en espacio de estados (A,B,C)
dada se descompone como sigue
Sc = P Tc Pc (4.86)
Se = PeP Te (4.87)
se construye una matriz H, tal que,
H = PcPe (4.88)
se determinan la descomposicio´n de valor singular
H = VMUT (4.89)
y se obtiene finalmente la matriz de transformacio´n
R = PeUM−1/2 (4.90)
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4.5.2. Controlador LQG de baja autoridad.
Sea (A,B,C) la representacio´n modal de una estructura flexible en lazo abierto (bien sea
en la representacio´n modal 1 o 2), y sea Ac1 = A − BBTSc o Ac2 = A − CTCSe las matrices
en lazo cerrado, donde Sc y Se son las soluciones del CARE y el FARE respectivamente. En el
controlador LQG de baja autoridad se cumple la siguiente propiedad para la matrices de lazo
cerrado,
eig (Ac1) = eig
(
A−BBTSc
) ∼= eig (A− diag (BBT )Sc) (4.91)
y
eig (Ac2) = eig
(
A− SeCTC
) ∼= eig (A− Sediag (CTC)) (4.92)
Esto quiere decir que para los controladores LQG de baja autoridad, BBT y CTC pueden
ser reemplazados por sus te´rminos diagonales.
En los controladores LQG de baja autoridad se cumple la siguiente propiedad,
4.5.3. Propiedad 1. Relacio´n entre A, B, C para el controlador LQG de baja
autoridad.
Sea ‖Sc‖2 ≤ so y ‖Se‖2 ≤ so. Para un sistema flexible, observable y controlable existe un
So > 0 tal que el controlador es de baja autoridad. Por lo tanto si A esta´ en la forma modal, se
puede reemplazar BBT por,
BBT ∼= −Wc
(
A+AT
)
= diag (0, 2wc1α1, 0, 2wc2α2, . . . , 0, 2wcnαn,) (4.93)
y CTC por
CTC ∼= −Wo
(
A+AT
)
= diag (0, 2wo1α1, 0, 2wo2α2, . . . , 0, 2wonαn,) (4.94)
y en el caso del i− e´simo bloque
BiB
T
i
∼= −wci
(
Ai +ATi
)
= wci
[
0 0
0 2αi
]
(4.95)
CTi Ci
∼= −woi
(
Ai +ATi
)
= woi
[
0 0
0 2αi
]
(4.96)
donde αi = 2ζiωi
4.5.4. Propiedad 2. Solucio´n aproximada del CARE.
Asumiendo una matriz de peso diagonal Q = diag(qiI2), i = 1, . . . , n entonces existe un
qi ≤ qoi donde qoi > 0, i = 1, . . . , n, tal que
Sc ∼= diag (sciI2) (4.97)
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es la solucio´n de 4.74 y
sci ∼= βci − 12wci (4.98)
βci =
√
1 +
2qiwci
ζiωi
(4.99)
4.5.5. Propiedad 3. Solucio´n aproximada del FARE.
Asumiendo una matriz V diagonal V = diag(viI2), i = 1, . . . , n entonces existe un vi ≤ qoi
donde voi > 0, i = 1, . . . , n, tal que
Se ∼= diag (seiI2) (4.100)
es la solucio´n de la ecuacio´n 4.76
sei ∼= βei − 12wei (4.101)
βei =
√
1 +
2viwoi
ζiωi
(4.102)
De las ecuaciones 4.97 a 4.102 se pueden determinar los valores singulares LQG como la
media geome´trica de sci y sei, o µi =
√
scisei, esto es
µi ∼=
√
(βci − 1) (βci − 1)
2γi
1, . . . , n (4.103)
4.5.6. Diagrama de polos y ceros.
La solucio´n diagonalmente dominate del CARE y el FARE permiten establecer la relacio´n
entre los pesos y la localizacio´n de los polos, lo cual es una herramienta u´til en el disen˜o del
controlador.
4.5.7. Propiedad 4. Polos y ceros del LQG.
Sea la matriz de pesos Q
Q = diag (0, 0, . . . , qi, . . . , 0, 0) (4.104)
para el controlador de baja autoridad qi ≤ qoi, en este caso cada par de polos del lazo cerrado
(λcri ± jλcii) se relaciona con los polos del lazo abierto (λori ± jλoii) de la siguiente forma,
(λcri ± jλcii) ∼= (βciλori ± jλoii) i = 1, . . . , n (4.105)
de lo anterior, se ve que las partes reales de los polos esta´ relacionada por el factor βci
λcri ∼= βciλori i = 1, . . . , n (4.106)
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mientras las partes imaginarias del sistema en lazo cerrado permanece casi incambiables,
λcii ∼= λoii i = 1, . . . , n (4.107)
donde βci se definio´ en la ecuacio´n 4.99.
Figura 4.4: Diagrama de los polos del sistema estructural en lazo abierto (*) y en lazo cerrado
(o)
Figura 4.5: Detalle del diagrama de los polos del sistema estructural en lazo abierto (*) y en lazo
cerrado (o)
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4.5.8. Propiedad 5. Polos y ceros para el estimador.
Sea
V = diag (0, 0, . . . , viI2, . . . , 0, 0) (4.108)
para valores moderados de los pesos (vi ≤ voi), el par de polos del estimador se relacionan
con los polos del lazo abierto (λori ± jλoii) como sigue:
(λeri ± jλeii) ∼= (βeiλori ± jλoii) i = 1, . . . , n (4.109)
la parte real de los polos cambia un factor βei
λeri ∼= βeiλori i = 1, . . . , n (4.110)
mientras la parte imaginaria permanece casi sin cambio.
λeii ∼= λoii i = 1, . . . , n (4.111)
donde βei se definio´ en la ecuacio´n 4.102.
Figura 4.6: Diagrama de los polos del estimador.
4.6. APLICACIO´N DE LA LEY DE CONTROL.
La gra´fica 4.5 muestra el cambio de la posicio´n de los polos cuando al sistema en lazo abierto
se adiciona el controlador y se convierte en un sistema en lazo cerrado. Se puede apreciar que los
polos se trasladan hacia la izquierda lo que demuestra un aumento en el amortiguamiento. Este
aumento en el amortiguamiento tambie´n se evidencia en la gra´fica 4.7 que muestra la disminucio´n
de la norma H∞ de la matriz de transferencia en los picos de resonancia.
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Figura 4.7: Norma infinita de la matriz de transferencia en lazo abierto (−) y en lazo cerrado
(−−).
La gra´fica 4.8 muestra la fuerza que debe ser aplicada a la estructura en los nodos 437 y
38 como se indica en la figura 4.1 con el fin de suprimir en gran medida la vibracio´n en los
desplazamientos del puente. Por otra parte las figuras 4.9 y 4.10 muestran los desplazamientos
verticales en los nodos 231 y 249 sin y con la aplicacio´n de la ley de control respectivamente.
Figura 4.8: Fuerzas de control en los nodos 437 y 38.
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Figura 4.9: Desplazamientos medidos en los nodos 231 y 249 sin la aplicacio´n de la ley de control.
Figura 4.10: Desplazamientos medidos en los nodos 231 y 249 aplicando la ley de control.
Cap´ıtulo 5
APLICACIO´N DEL SSFEM CON Y
SIN FUERZA DE CONTROL.
5.1. INTRODUCCIO´N.
En este cap´ıtulo se presenta los resultados obtenidos al aplicar el me´todo de elementos finitos
estoca´sticos al sistema estructural del puente de la figura 2.1 y cuyas propiedades se encuentran
especificadas en la tabla 2.1. Los para´metros del campo aleatorio son presentados en la tabla 5.1,
donde las propiedades meca´nicas fueron tomadas de la referencia Barker R y Puckett J. [11].
5.2. DINA´MICA DEL SISTEMA UTILIZANDO SSFEM.
En el sistema de ecuaciones de la estructura al incluir la formulacio´n de elementos finitos
estoca´stico adquiere la siguiente forma,
[
Moo 0
0 0
]{
u¨oo
u¨tt
}
+
[
Coo 0
0 0
]{
u˙oo
u˙tt
}
+
[
Koo Kot
Kto Ktt
]{
uoo
utt
}
=
{
Foo
0
}
(5.1)
donde la matriz de masa, de amortiguamiento y fuerza contiene valores u´nicamente en los
Tipo de campo Gaussiano
Coeficiente de variacio´n 0,2
Media del mo´dulo de elasticidad (µ) 2,5e10 N/m2
Desviacio´n esta´ndar del mo´dulo de elasticidad (σ) 5e9
Nu´mero de te´rminos de la expansio´n de Karhunen Loe`ve 3
Orden del caos homoge´neo 3
Dimensio´n del caos polinomial 3
Longitud de correlacio´n del campo aleatorio 40m
Tabla 5.1: Para´metros del campo aleatorio.
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Figura 5.1: Ubicacio´n de los nodos y grados de libertad seleccionados.
te´rminos que corresponden a i = 0, los cuales son las cantidades medias, como sigue
M =

Moo 0 · · · 0
0 0 · · · ...
...
...
. . . 0
0 · · · 0 0
 (5.2)
C = pMoo + qKoo (5.3)
C =

Coo 0 · · · 0
0 0 · · · ...
...
...
. . . 0
0 · · · 0 0
 (5.4)
F =

Fo
0
...
0
 (5.5)
mientras la matriz de rigidez es
K =

Koo Ko1 · · · 0
K1o K11 · · ·
...
...
...
. . . 0
0 · · · 0 0
 (5.6)
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5.3. CONDENSACIO´N ESTA´TICA.
El me´todo de condensacio´n esta´tica se utiliza para eliminar del ana´lisis dina´mico aquellos
grados de libertad de la estructura los cuales tienen masa cero asociada. De todas maneras, el
me´todo permite tener en cuenta todos los grados de libertad (Chopra [1]).
Los te´rminos donde la matriz de masa contiene ceros en la diagonal pueden ser eliminados
del ana´lisis dina´mico de la estructura debido a que la excitacio´n dina´mica no incluye ninguna
fuerza externa sobre estos te´rminos.
La ecuacio´n del movimiento para el sistema se puede escribir en la siguiente forma particio-
nada:
Moou¨oo + Coou˙oo +Koouoo +Kotutt = Foo (5.7)
donde utt denota los grados de libertad con masa cero y uoo los grados de libertad con masa
distinta de cero. Las dos ecuaciones particionadas son:
Ktouoo +Kttutt = 0 (5.8)
Kˆoo = Koo −KTtoK−1tt Kto (5.9)
La ecuacio´n 5.9 permite una relacio´n esta´tica entre utt y uoo
utt = −K−1tt Ktouoo (5.10)
sustituyendo la ecuacio´n 5.10 en la ecuacio´n 5.7 resulta,
Moou¨oo + Coou˙oo + Kˆuoo = Foo (5.11)
donde Kˆoo es la matriz de rigidez condensada dada por:
Kˆoo = Koo −KTtoK−1tt Kto (5.12)
5.4. SOLUCIO´N DEL SSFEM SIN APLICACIO´N DEL CON-
TROL.
En esta seccio´n se presentan los resultados obtenidos del ana´lisis de la estructura del puente
con el uso de elementos finitos estoca´sticos. Los programas que permiten encontrar los resultados
de este ana´lisis se elaboraron en MATLAB.
Todas las gra´ficas muestran la variacio´n de los desplazamientos y el cambio de la funcio´n de
densidad de probabilidad con el tiempo. La figura 5.2 muestra los desplazamientos verticales en
el centro de la luz del puente (nodo 249) el cual var´ıa fuertemente cuando se adiciona las cargas
vehiculares, pero despue´s de unos pocos segundos el sistema continua con un desplazamiento
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que var´ıa muy poco en magnitud. La gra´fica 5.3 permite ver la historia del desplazamiento
en la direccio´n transversal del puente, puede notarse que la magnitud de este desplazamiento
es considerablemente menor que en la direccio´n vertical y que las funciones de densidad de
probabilidad muestran una menor variacio´n de la variable.
Figura 5.2: Desplazamiento en z y densidad de probabilidad en el tiempo para el nodo 249 sin
control.
5.5. SOLUCIO´N DEL SSFEM CON APLICACIO´N DEL CON-
TROL.
Las gra´ficas 5.4 y 5.5 muestran la respuesta del sistema con la aplicacio´n de la fuerza de
control para los grados de libertad vertical y transversal respectivamente en el nodo 249, puede
observarse que las magnitudes de los desplazamientos son muy similares a las obtenidas en el
caso en el cual no se aplica la ley de control, pero una comparacio´n de los resultados puede ser
ma´s u´til.
5.6. COMPARACIO´N DEL LA SOLUCIO´N SSFEM CON Y
SIN APLICACIO´N DEL CONTROL.
Las gra´ficas que se presentan a continuacio´n permiten comparar la respuesta del sistema con y
sin la aplicacio´n de la fuerza de control. La primera de estas gra´ficas corresponde al desplazamien-
to longitudinal del nodo 148 (Figuras 5.6 y 5.7). Las figuras muestran que los desplazamientos
tienen una magnitud no superior a 1,030mm y que la aplicacio´n de la fuerza de control tiene muy
poco impacto en los desplazamientos en el sentido longitudinal. Por otro lado, las funciones de
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Figura 5.3: Desplazamiento en y y densidad de probabilidad en el tiempo para el nodo 249 sin
control.
Figura 5.4: Desplazamiento en z y densidad de probabilidad en el tiempo para el nodo 249 con
control.
densidad de probabilidad muestran que los desplazamientos en este sentido no se alejan mucho
del valor medio.
Las figuras 5.8 y 5.9 representan los desplazamientos verticales del puente en la localizacio´n
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Figura 5.5: Desplazamiento en y y densidad de probabilidad en el tiempo para el nodo 249 con
control9.
Figura 5.6: Desplazamiento en x y densidad de probabilidad en el tiempo para el nodo 148.
del nodo 148. Las gra´ficas muestran que en el caso de los desplazamientos verticales, las fuerzas
de control tienen un gran impacto y reducen las amplitudes de la respuesta.
La respuesta del nodo 249 en esta direccio´n (Figuras 5.11 y 5.10) confirman de nuevo que los
desplazamientos verticales se reducen con la aplicacio´n del control. Las gra´ficas tambie´n mues-
tran que los desplazamientos verticales tienen una mayor variacio´n respecto a la media que en el
caso de los desplazamientos transversales y longitudinales.
CAPI´TULO 5. APLICACIO´N DEL SSFEM CON Y SIN FUERZA DE CONTROL. 73
Figura 5.7: Desplazamiento en x para el nodo 148.
Las gra´ficas 5.12 y 5.13 corresponden a la respuesta del sistema en el grado de libertad trans-
versal del nodo ubicado en el centro de la luz. En este caso el desplazamiento se aleja muy poco
de su valor medio y pra´cticamente coinciden las funciones de densidad de probabilidad en el
estado controlado y no controlado.
5.6.1. Ana´lisis del coeficiente de variacio´n.
En la gra´fica 5.14 se muestra el coeficiente de variacio´n del desplazamiento en la direccio´n
y para el nodo 249. El rango de variacio´n de este coeficiente esta´ entre 0.0222 y 0.0227 0/0, lo
que demuestra que tanto en estado controlado como en estado no controlado, la consideracio´n
del mo´dulo de elasticidad como un campo gaussiano no genera una variacio´n significativa de los
desplazamientos transversales.
La historia del coeficiente de variacio´n con el tiempo para el caso de los desplazamientos
verticales se encuentra en la gra´fica 5.15, el rango de variacio´n de este desplazamiento esta´ entre
0.0226 y 0.0227. Es interesante ver que el desplazamiento vertical de la respuesta sin control
presenta mayor variacio´n que la respuesta obtenida sin la aplicacio´n de la fuerza de control
lo cual indica que el control ayuda a reducir la dispersion de los desplazamientos en z ma´s
significativamente que en las otras direcciones bajo la presencia de un campo aleatorio en el
mo´dulo de elasticidad del material que constituye el puente.
5.6.2. Ana´lisis de la potencia de la sen˜al.
La potencia del desplazamiento en el sentido transversal y vertical se encuentran en las figuras
5.17 y 5.18 respectivamente. En estas figuras se puede ver que entre la potencia de la respuesta
controlada y no controlada no existe una diferencia significativa para los dos casos, sin embargo, la
potencia de la respuesta controlada siempre se encuentra por debajo de la curva que corresponde
a la respuesta no controlada.
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Figura 5.8: Efecto del control en el desplazamiento en z haciendo uso del SSFEM y distribucio´n
de probabilidad en el tiempo para el nodo 148. Inferior: Efecto del control en el desplazamiento
en z haciendo uso del FEM
5.7. COMPARACIO´N DEL LA SOLUCIO´N SSFEM Y FEM
CON Y SIN APLICACIO´N DEL CONTROL.
En las figuras 5.19 - 5.25 se muestran la solucio´n por elementos finitos utilizando la versio´n
determinista y la aproximacio´n estoca´stica con y sin la aplicacio´n de la fuerza de control para
los nodos 249 y 148 en los grados de libertad indicados en la figura 5.1.
5.7.1. Desplazamiento vertical.
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Figura 5.9: Efecto del control sobre el desplazamiento en z para el nodo 148.
Figura 5.10: Efecto del control en el desplazamiento en z para el nodo 249.
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Figura 5.11: Superior: Efecto del control en el desplazamiento en z haciendo uso del SSFEM
y densidad de probabilidad en el tiempo para el nodo 249. Inferior: Efecto del control en el
desplazamiento en z haciendo uso del FEM.
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Figura 5.12: Efecto del control en el desplazamiento en y haciendo uso del SSFEM y densidad
de probabilidad en el tiempo para el nodo 249.
Figura 5.13: Efecto del control en el desplazamiento en y para el nodo 249.
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Figura 5.14: Coeficiente de variacio´n para el desplazamiento en la direccio´n y en el nodo 249.
Figura 5.15: Coeficiente de variacio´n para el desplazamiento en la direccio´n z en el nodo 249.
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Figura 5.16: Coeficiente de variacio´n para el desplazamiento en la direccio´n z en el nodo 249.
Figura 5.17: Potencia del desplazamiento en y para el nodo 249.
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Figura 5.18: Potencia del desplazamiento en z para el nodo 249.
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Figura 5.19: Superior, Efecto del control en el desplazamiento en z para el nodo 249 con FEM.
Inferior, Efecto del control en el desplazamiento en z para el nodo 249 con SSFEM.
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Figura 5.20: Superior, Desplazamiento en z para el nodo 249 sin aplicacio´n de la fuerza de control
a la estructura modelada con FEM y SSFEM. Inferior, Desplazamiento en z para el nodo 249
con aplicacio´n de la fuerza de control a la estructura modelada con FEM y SSFEM.
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Figura 5.21: Superior, Efecto del control en el desplazamiento en z para el nodo 148 con FEM.
Inferior, Efecto del control en el desplazamiento en z para el nodo 148 con SSFEM.
La reduccio´n en la oscilacio´n del desplazamiento en la direccio´n vertical en los nodos 249 y
148 es fa´cilmente notable en las gra´ficas 5.19 y 5.21 respectivamente, cuando se aplica el me´to-
do de elementos finitos cla´sico (FEM), mientras que al implementar el me´todo de elementos
finitos estoca´stico (SSFEM) se produce una variacio´n significativa del desplazamiento alrededor
del valor del desplazamiento en z determinista tanto en el caso controlado como en el caso no
controlado.
Las figuras 5.20 y 5.22 muestran la respuesta del sistema frente a las cargas de tra´fico utili-
zando el me´todo de elementos finitos cla´sico y el SSFEM con control como sin e´l. Tanto para el
desplazamiento vertical en el nodo 249 como para el nodo 148 la respuesta tiene mayor amplitud
cuando se aplica el SSFEM, esto significa que la consideracio´n del mo´dulo de elasticidad como
un campo aleatorio produce un aumento del desplazamiento respecto al caso determinista en
ambos casos, con control y sin control. Se muestra claramente en estas figuras que tal aplicacio´n
de la fuerza de control en la estructura elimina casi completamente la vibracio´n en ella en el
caso determinista mientras que en el caso ma´s real, es decir, con el SSFEM el efecto del control
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Figura 5.22: Superior, Desplazamiento en z para el nodo 148 sin aplicacio´n de la fuerza de control
a la estructura modelada con FEM y SSFEM. Inferior, Desplazamiento en z para el nodo 148
con aplicacio´n de la fuerza de control a la estructura modelada con FEM y SSFEM.
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no elimina la vibracio´n, concluye´ndose que la eliminacio´n de la vibracio´n es aparente cuando se
aplica el FEM.
5.7.2. Desplazamiento transversal.
Figura 5.23: Superior, Efecto del control en el desplazamiento en y para el nodo 249 con FEM.
Inferior, Efecto del control en el desplazamiento en y para el nodo 249 con SSFEM.
El desplazamiento en y o en la direccio´n transversal del puente no sufre pra´cticamente ningu´n
cambio cuando la fuerza de control es aplicada a la estructura, mientras que el efecto de considerar
como un campo gaussiano al mo´dulo de elasticidad produce variacio´n en dicho desplazamiento
como se muestra en la figura 5.23.
5.7.3. Desplazamiento longitudinal.
La figura 5.24 permite ver que el comportamiento del desplazamiento longitudinal del nodo
148 es reducido gracias a la aplicacio´n de la ley de control y que como en lo casos anteriores el
empleo del SSFEM hace variar la respuesta alrededor del valor del desplazamiento obtenido con
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Figura 5.24: Superior, Efecto del control en el desplazamiento en x para el nodo 148 con FEM.
Inferior, Efecto del control en el desplazamiento en x para el nodo 148 con SSFEM.
el uso del FEM.
En la figura 5.25 se observa el desplazamiento en x para el nodo 148 sin y con aplicacio´n
de la fuerza de control a la estructura modelada con FEM y SSFEM. Claramente se ve que la
estimacio´n del desplazamiento mediante el FEM es menor que la obtenida mediante el SSFEM
tanto en el caso controlado como en el no controlado.
5.7.4. Aplicacio´n de la fuerza de control a la estructura modelada con SSFEM.
En esta seccio´n se aplica al modelo de elementos finitos estoca´stico del puente una mayor
fuerza de control para evaluar el efecto que tiene sobre la eliminacio´n de la vibracio´n que produ-
cen las cargas aplicadas sobre la estructura.
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Figura 5.25: Superior, Desplazamiento en x para el nodo 148 sin aplicacio´n de la fuerza de control
a la estructura modelada con FEM y SSFEM. Inferior, Desplazamiento en x para el nodo 148
con aplicacio´n de la fuerza de control a la estructura modelada con FEM y SSFEM.
En la gra´fica 5.26 se muestra el efecto que tiene la aplicacio´n de la fuerza de control cuando
la matriz de pesos de estado es tomada como Q, 2Q y 3Q sobre el desplazamiento vertical en
el nodo 249. Se observa que al aumentar la fuerza de control, el sistema disminuye la vibracio´n
en el sentido vertical. Esto implica que la fuerza de control aplicada al modelo FEM es menor
que la necesaria para eliminar las vibraciones producidas por el tra´fico vehicular con el uso de la
aproximacio´n estoca´stica.
5.8. Ana´lisis de la fatiga en el concreto.
La exposicio´n de la estructura del puente a cargas repetidas como es el caso de los veh´ıculos
resulta en el decrecimiento de la resistencia, la cual puede conducir eventualmente a falla por
fatiga.
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Figura 5.26: Efecto en el desplazamiento en z para el nodo 249 con el aumento de la fuerza de
control a la estructura modelada con FEM y SSFEM.
La fatiga es un proceso de cambios estructurales internos progresivos y permanentes debido
a las cargas repetitivas [9]. En el concreto, estos cambios pueden ser asociados principalmente
al crecimiento de las microgrietas internas, lo cual resulta en el incremento de las deformaciones
que son irrecuperables. En el macronivel se manifiesta con cambios en las propiedades meca´nicas
de los materiales.
Las cargas por fatiga pueden ser definidas en dos categor´ıas, cargas de ciclos altos y bajos.
Las cargas vehiculares sobre puentes se clasifican como de ciclos altos (Lee [35]).
Varias aproximaciones se han utilizado para evaluar la fatiga de los elementos estructura-
les. La aproximacio´n ma´s empleada es el diagrama S −N o tambie´n conocidos como curvas de
Wo¨hler (Alliche [?], Bazant [60]).
Las curvas S −N se obtienen experimentalmente tras someter distintas muestras a estados
c´ıclicos de cargas y se establece la relacio´n entre la pe´rdida de resistencia en funcio´n del nu´mero
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de ciclos de carga. Para el caso de concreto reforzado esta curva se expresa de la siguiente forma:
S = a− b log(N) (5.13)
donde a y b son coeficientes experimentales. En este caso tendra´n los siguientes valores
a = 0,9302 y b = 0,0368 tomados de Naaman A. [26], S representa la relacio´n de esfuerzos
y N el nu´mero de ciclos. La figura 5.27 muestra la curva S −N para el caso de concreto refor-
zado sometido a cargas de flexio´n.
Figura 5.27: Curva S −N para el concreto reforzado.
Para estimar la vida u´til del puente, esto es, el nu´mero de ciclos necesarios para que el
proceso de fisuracio´n pueda ocasionar un mecanismo de falla, se determino´ inicialmente el esfuerzo
ma´ximo a flexio´n actuante en el centro de la luz a partir del momento,
σ =
Mc
I
(5.14)
donde I es el momento de inercia, c la distancia de la fibra inferior al eje neutro y M el
momento actuante. En el instante inicial se supone que la seccio´n transversal del puente no
presenta fisuracio´n, as´ı que el momento de inercia corresponde a la seccio´n completa; luego de
haber transcurrido muchos ciclos de carga las fisuras producidas por el paso de los veh´ıculos
producen una reduccio´n de la seccio´n transversal, por lo tanto el esfuerzo se calcula con una
seccio´n reducida,
σ =
Mc
Ir
(5.15)
donde Ir es el momento de inercia reducido por la fisuracio´n. Para determinar cual deb´ıa ser
la longitud de la fisura se igualo´ el esfuerzo actuante con el esfuerzo de rotura del concreto y se
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Figura 5.28: Crecimiento de la falla en el puente de concreto reforzado para los casos SSFEM,
FEM con y sin control.
Figura 5.29: Detalle de la gra´fica del crecimiento de la falla en el puente de concreto reforzado
para los casos SSFEM, FEM con y sin control.
calculo´ la nueva seccio´n reducida, esto es:
σ = fr (5.16)
donde fr = 0,63
√
f ′c, donde f ′c es la resistencia a la compresio´n del concreto, de esta manera
se llego´ a que la longitud de la grieta deb´ıa ser de 0,303m.
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Tipo de modelo Periodo estimado (seg) Vida de fatiga (an˜os)
Modelo FEM con control 0.20 770,9
Modelo SSFEM con control 0.22 693,8
Modelo FEM sin control 0.36 424
Modelo SSFEM sin control 0.40 385,5
Tabla 5.2: Vida esperada del puente.
Posteriormente se calculo´ el nu´mero de ciclos que se requer´ıan en cada uno de los casos (FEM
y SSFEM, con y sin control) para que el puente sufriera una fisura de 0,303m. Para esto se deter-
mino´ el rango de esfuerzos a partir de los esfuerzos calculados como se menciono´ anteriormente,
con este valor se entro´ en la curva de la la figura 5.27 y se determino´ el nu´mero de ciclos el cual
fue llevado a an˜os de acuerdo a los resultados obtenidos en cada modelo (ver tabla 5.2). Debido
a que hay una pe´rdida de resistencia en el material, el rango de esfuerzos var´ıa con el tiempo y se
debe calcular de nuevo el nu´mero de ciclos. En las figuras 5.28 y 5.29 se observa cuanto avanza
la grieta con el tiempo.
Los resultados de la tabla 5.2 muestran que existe una gran influencia del control en el aumen-
to de la vida u´til del puente del 810/0 cuando el modelo implementado es el FEM y en el caso
SSFEM el incremento es del 800/0. Por tanto la aplicacio´n del control a la estructura del puente
puede ampliar la vida u´til por efectos de fatiga casi al doble de la estructura sin efectos del
control en ambos casos SSFEM y FEM.
Cap´ıtulo 6
CONCLUSIONES
Este trabajo se concentro´ en el estudio del comportamiento de una estructura flexible toman-
do como ejemplo un puente sometido a cargas vehiculares con el fin de observar el efecto que
tienen las incertidumbres de los materiales en la respuesta dina´mica del sistema. Se empleo´ el
me´todo de elementos finitos estoca´sticos (SSFEM) para transformar el continuo en un modelo
matema´tico. Debido a las caracter´ısticas aleatorias del mo´dulo de elasticidad, este es considerado
como un campo aleatorio, lo que hace necesario modificar la formulacio´n inicial del me´todo. Se
hizo la aproximacio´n espectral propuesta por Ghanem y Spanos, la cual, mediante el uso de
expansiones en series permite discretizar ”la dimension aleatoria”, de tal manera que el vector
de desplazamientos resultante puede ser reescrito como una expansio´n que caracteriza cualquiera
de los desplazamientos nodales como una variable aleatoria.
La aplicacio´n de un modelo en tres dimensiones a la dina´mica del sistema puente-veh´ıculo ge-
nera una interpretacio´n ma´s visual del comportamiento de la interaccio´n entre las dos dina´micas
comprometidas. La ventaja en desarrollar un modelo matema´tico para la interaccio´n del puente
y el veh´ıculo es que los dos sistemas pueden ser vistos como un solo sistema de ecuaciones, por
lo tanto no se requieren soluciones iterativas como en los modelos desarrollados hasta ahora.
Debido al alto orden del sistema que describe esta dina´mica, la descomposicio´n modal es una
herramienta u´til en la reduccio´n del orden del sistema, lo mismo sucede con la reduccio´n de
Guyen; estas reducciones no ocasionan perdida excesiva de la exactitud de los resultado y tienen
la ventaja adicional de solucionar el problema nume´rico.
El modelo nume´rico presentado para el ana´lisis de la dina´mica puente-veh´ıculo permitio´ tener
en cuenta la rugosidad de la superficie de rodadura, la cual, se ha demostrado en varias publi-
caciones, es una de las principales causas de las vibraciones producidas en los puentes debido
a cargas vehiculares. El modelo tambie´n tuvo en cuenta la variacio´n de la posicio´n del veh´ıculo
en el puente convirtie´ndolo en un modelo ma´s aproximado que los propuestos en dos dimensiones.
Desde el punto de vista pra´ctico los modelos tridimensionales pueden resultar ma´s complejos
que aquellos modelos sencillos en dos dimensiones utilizados habitualmente para resolver esta
dina´mica, pero por otro lado tiene la ventaja de entregar al usuario mayor cantidad de datos
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del comportamiento esta´tico y dina´mico de la estructura en cualquier punto del puente y en
todas las direcciones posibles del movimiento. Los resultados de la solucio´n del puente-veh´ıculo
se utilizaron como datos de entrada en las simulaciones del controlador.
La aplicacio´n del me´todo de elementos finitos estoca´sticos presentado en este trabajo se rea-
lizo´ bajo dos supuestos principales; el primer es que en las ecuaciones cinema´ticas, constitutivas
y de equilibrio solo existen relaciones lineales, esto se debe a que el SSFEM no se ha generalizado
a problemas no lineales todav´ıa. El segundo supuesto es que el campo aleatorio asociado con el
mo´dulo de elasticidad es gaussiano debido a que las expansiones de Karhunen-Loe`ve no se han
aplicado con e´xito para discretizar otros campos aleatorios diferentes a este. A pesar de esto,
los resultados son satisfactorios, porque son el punto de partida de otros posibles aplicaciones
en las cuales se pueda generalizar esta metodolog´ıa a situaciones que impliquen caracter´ısticas
estad´ısticas diferentes.
La solucio´n de la dina´mica al aplicar el me´todo de elementos finitos estoca´sticos requiere re-
solver el sistema de ecuaciones en cada paso de tiempo; as´ı que en esta solucio´n hay que tener en
cuenta el efecto que tiene el gran nu´mero de ecuaciones simultaneas resultantes del ensamblaje
de las contribuciones elementales a las matrices de masa, amortiguamiento y rigidez.
La utilizacio´n de los elementos finitos tipo la´mina en el modelo del puente aumento consi-
derablemente el nu´mero de grados de libertad de cada nodo, pasando de dos grados de libertad
en los casos de tension plana y deformacio´n plana que se hab´ıan considerado hasta ahora en las
aplicaciones, a seis en el caso de la´minas, esto influye directamente en el costo computacional al
requerirse la solucio´n de nu´mero de grados de libertad x orden del caos homoge´neo x nu´mero de
nodos ecuaciones (≈ 6 x 20 x 479 = 57480 para este caso particular). Con el fin de reducir el
nu´mero de ecuaciones se aplico´ el me´todo de condensacio´n esta´tica y de esta manera el problema
pudo ser resuelto en menos tiempo.
Adema´s de obtener la informacio´n sobre la respuesta determinista del puente (o en general,
cualquier otro sistema meca´nico) el SSFEM tiene su mayor utilidad al arrojar la informacio´n
estad´ıstica de los procesos de respuesta en cualquiera de los puntos del espacio y para cualquier
tiempo, que con respecto a otros me´todos los cuales requerir´ıan ser ejecutados muchas veces
para encontrar los datos deseados, el SSFEM u´nicamente necesita ser ejecutado una vez para
encontrar tal informacio´n.
La idea de obtener una aproximacio´n del proceso estoca´stico de respuesta es muy atractiva
debido a la cantidad de subproductos que se pueden obtener. A pesar de ser el SSFEM un me´todo
tan costoso computacionalmente tiene la ventaja de conseguir una caracterizacio´n completa del
proceso de respuesta. En la pra´ctica esta informacio´n podr´ıa tener un papel importante en los
procesos de disen˜o en sistemas meca´nicos que posean caracter´ısticas y propiedades aleatorias.
En este trabajo el sistema de ecuaciones diferenciales que describen el modelo estructural
lineal en el dominio del tiempo (modelo nodal) se llevo´ a un modelo en el espacio de estados, el
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cual es ma´s adecuado para realizar el ana´lisis del sistema de control. Para alcanzar este modelo,
la representacio´n nodal se transformo´ en coordenadas modales, permitiendo e´sta representacio´n
una reduccio´n significativa del nu´mero de ecuaciones segu´n el nu´mero de modos considerados.
As´ı, la representacio´n en espacio de estados tiene la ventaja adicional de presentar menos difi-
cultades nume´ricas que cuando se trata con modelos nodales de alto orden.
El uso de un controlador LQG con propiedades de un controlador de baja autoridad permi-
tio´ suprimir significativamente la vibracio´n del sistema debida a cargas de tra´fico, este hecho se
verifica en el diagrama de polos y ceros (figura 4.4) en el cual los polos de la estructura flexible
se mueven horizontalmente, es decir la estructura aumenta su amortiguamiento, mientras las
frecuencias naturales permanecen casi sin cambios.
Se demostro´ que la aplicacio´n de la ley de control puede reducir las magnitudes de los des-
plazamientos verticales producidos bajo cargas de tra´fico y bajo la influencia de incertidumbres
en las propiedades de los materiales, convirtie´ndose e´sta en una buena estrategia para aumentar
la comodidad de quienes transitan sobre el puente. Por otro lado, el sistema controlado tal como
se desarrollo´ en este trabajo, poco afecto´ los desplazamientos transversales, este hecho no tiene
efectos negativos dentro del comportamiento estructural debido a que en este tipo de estructuras
los esfuerzos en esta direccio´n no dominan el disen˜o.
Otra manera de verificar el efecto del controlador es en el cambio de las noma H∞ de la
matriz de transferencia de la estructura (figura 4.7), en la cual se presenta una supresio´n de los
picos de resonancia mientras que en las frecuencias fuera de los picos la magnitud no presenta
cambios considerables.
Se demostro´ que al considerar el mo´dulo de elasticidad como un campo gaussiano la respuesta
tanto controlada como no controlada aumenta su variacio´n respecto a la respuesta determinista
obtenida con el uso del me´todo de elementos finitos cla´sico, especialmente en los desplazamientos
verticales, lo que en el caso real significa que las variaciones de las propiedades de los materiales
podr´ıan ser una causa importante del aumento de las vibraciones producidas por el tra´fico vehi-
cular que circula sobre el puente.
El efecto de las cargas repetidas debidas al flujo vehicular es un tema que cada d´ıa interesa
mas a los ingenieros de puentes debido a que este feno´meno conocido como fatiga podr´ıa conducir
a la aparicio´n de mecanismos de falla. El SSFEM podr´ıa ser u´tilmente empleado para estudiar
este tipo de feno´menos debido a que permite conocer las caracter´ısticas estad´ısticas del puente
en cualquier punto de su geometr´ıa. Esta aplicacio´n ser´ıa realmente importante, ya que hasta el
momento no se ha desarrollado una metodolog´ıa general que conduzca a la prediccio´n de estos
mecanismos, los cuales pueden conducir al deterioro y reduccio´n de la vida u´til de la estructura.
La aplicacio´n de la ley de control a la estructura del puente modelado con elementos finitos
estoca´sticos reduce la vibraciones producidas por las cargas de tra´fico, condicio´n que es deseable
cuando se busca aumentar la vida u´til de la estructura al reducir la fatiga que sufren los mate-
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riales por causa del paso de los veh´ıculos.
El modelado del puente con elementos finitos estoca´sticos permitio´ mostrar que las vibra-
ciones producidas por el flujo vehicular son mayores a las obtenidas por la teor´ıa de elementos
finitos cla´sica. Esto sugiere que el ana´lisis convencional de la fatiga deber´ıa realizarse aplicando
el SSFEM para conseguir resultados ma´s realistas.
Debido a que los desplazamientos resultantes en el modelo de elementos finitos estoca´sticos
son mayores en magnitud a los obtenidos en el caso determinista fue necesario aplicar una mayor
fuerza de control para eliminar las son efecto de las cargas mo´viles.
El ana´lisis de fatiga demostro´ que gracias a que las vibraciones del puente disminuyen con
la aplicacio´n de la ley de control tanto para el caso del puente modelado con SSFEM como con
FEM, la vida u´til del puente puede extenderse. Al revisar en la tabla 5.2 el puente modelado
con el FEM y con control tendr´ıa la mayor vida u´til, mientras el caso similar modelado con
SSFEM presenta una vida un poco ma´s corta siendo esta estimacio´n ma´s realista al considerar
los efectos de las incertidumbres de los materiales. En el caso no controlado tambie´n se presenta
una reduccio´n en la vida esperada al comparar los casos FEM y SSFEM.
A pesar de que los co´digos de disen˜o de puentes no consideran el dan˜o por fatiga en sistemas
estructurales de concreto reforzado como criterio importante del disen˜o, e´ste es de todas maneras
un aspecto importante que debe ser tenido en cuenta por los ingenieros debido a que este tipo
de dan˜os puede desencadenar mecanismos de falla ma´s severos o cambiar el comportamiento del
puente, modificando sus propiedades y conducie´ndolas a campos no lineales (plasticidad).
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